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Alisa uzdahne razocCarana.

- Mislim da biste mogli korisnije provoditi svoje vreme - rece - jer ono nije zasluzilo da ga
ludo troSite u zagonetkama, koje nemaju smisla.

- Kad biste poznavali Vreme kako ga ja poznajem - refe SefirdZija - ne biste mu nikada
rekli ono. Vreme je on.

- Ne znam Sta ste hteli reéi -reCe Alisa.

- Naravno da ne znate - re¢e SefirdZija podrugljivo klimajuéi glavom. - Mogao bi se zakleti
da nikad niste govorili s Vremenom.

- MoZda 1 nisam - odgovori Alisa oprezno. - Ali znam da moram udarati u pravo vreme
kad sviram klavir.

- Aha, to je zbog toga! - rece §e§irdiija. - Pa da je barem ko drugi, nego baS: pravo
Vreme. On ne da da iko u njega udara.

Luis Kerol: Alisa u zemlji ¢uda
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7 uvop

Analiza vremenskih serija predstavlja jednu od statistickih disciplina koja beleZi
najdinamicniji razvoj poslednjih decenija. Do ovog burnog razvoja doSlo je unutra$njom
dinamikom i dostignutim stepenom razvoja same discipline, a takode i zbog prisutne
interakcije sa ostalim disciplinama, posebno ekonomijom'. Pratimo razvoj savremene
analize vremenskih serija koji je tekao uporedo, kako sa evolucijom ekonomskih modela
od statickih do dinamickih, tako i sa uvodenjem neizvesnosti u modele, odnosno
njihovom evolucijom od deterministickih do stohastickih modela.

Poslednje dve dekade potreba za novim metodoloSkim instrumentima u teorijskoj 1
empirijskoj ekonomiji javila se sa utemeljenjem Nove klasi¢ne ekonomije. Ovaj pravac
ekonomske misli, poznatiji pod nazivom Skola racionalnih ocekivanja, dominira tokom
osamdesetih godina u ekonomskoj akademskoj sredini na Zapadu. MetodoloSku osnovu
ove Skole ¢ine upravo stohasticki procesi i stohasti¢ki modeli vremenskih serija’. Radovi
autora koji pripadaju navedenoj Skoli zapoCinju izlaganjem pretpostavke da se
posmatrana ekonomska pojava moZe opisati vektorskim stohastickim procesom, odnosno
odgovaraju¢im modelom vektorske vremenske serije. Pri tome napominjemo da je re
prevashodno o radovima iz teorijske ekonomije, a ne statisticke analize vremenskih

' Kao ilustracija stava o velikom interesu u ekonomiji za modelima vremenskih serija neka posluZi
podatak da je na poslednjem, 6. Svetskom ekonometrijskom kongresu odrZanom u Barseloni 1992.
godine preko petina radova direktno posvecena teoriji i primeni modela vremenskih serija u razliitim
ekonomskim disciplinama.

* Tako na primer, prvo izdanje udzbenika Makroekonomske Teorije iz 1979. godine jednog od vodeéih
protagonista ove Skole ekonomske misli, Sargenta (SardZent) podeljeno je na dva dela: nestohasti¢ku i
stohasticku makroekonomiju. U knjizi koja je namenjena prevashodno ekonomistima u okviru drugog
dela izlazu se diferencijalne jednacine, teorijske osnove linearne regresije i linearne stohasticke
diferencne jednacine, a u okviru ove glave i Fourierova (Furijeova) i spektralna analiza.

Kao $to ¢éemo videti nakon cetvrte glave ove knjige, modeli vremenskih serija kojima se preteZzno
bavimo, sa matematickog stanovista pripadaju upravo klasi linearnih stohasti¢kih diferencnih jednacina.
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serija. Sve ovo ukazuje na to da pradenjem evolucije discipline kojoj je posvedena ova
knjiga, moZemo razumeti njen sadasnji stepen dostignutog razvoja.

Stoga smo na kraju ove uvodne glave jedno poglavlje posvetili osvrtu na istorijski
razvoj analize vremenskih serija sa ukazivanjem na klju¢ne radove autora koji su tom
razvoju doprineli. Pre toga izlaZu se osnovni pojmovi vezani za analizu vremenskih
serija, izmedu ostalog definicija same vremenske serije, naCin konstruisanja vremenske
serije kao i razmatranje tipova vremenskih serija koji se u razli¢itim prilikama javljaju
prvenstveno u ekonomiji, ali i u drugim nauc¢nim disciplinama. U okviru ove glave
ukazujemo 1 na Cetiri cilja kao i na razliite pristupe analizi vremenskih serija. U
posebnom poglavlju u okviru ove glave uvodimo standardne oznake koje ¢emo Koristiti
u narednim glavama, a takode i neke od osnovnih pojmova vezanih za analizu
vremenskih serija.

1.1 DEFINICIJA | TIPOVI VREMENSKIH SERIJA

Formalnu definiciju vremenske serije dac¢emo tek nakon uvodenja pojma stohasti¢kog
procesa u 4. Glavi. Za pocetak sasvim je dovoljno re¢i da pod vremenskom serijom
podrazumevamo uredeni niz opservacija. Pri tome se uredivanje najceSce, ali ne nuzno,
vr§i s obzirom na vreme’ i to obi¢no u jednakim vremenskim intervalima. Vremenske
serije kojima se bavimo u knjizi imaju upravo ovu karakteristiku.

UkaZzimo na jednu od susStinskih razlika izmedu klasine statisticke analize i
statisticke analize vremenskih serija. Dok su kod klasi¢ne statistiCke analize elementi
slu¢ajnog uzorka medusobno nezavisni, dotle kod analize vremenskih serija opservacije
u uzorku nisu medu sobom nezavisne samim tim S$to pri analizi moramo uzeti u obzir
njihov vremenski poredak. Upravo ovu medusobnu zavisnost opservacija koristimo u
analizi vremenskih serija u cilju formiranja modela vremenske serije. Model zatim
koristimo da na osnovu proslih, prognoziramo buduée opservacije.

Vremenske serije sre¢emo u razli¢itim oblastima ljudskog Zivota. Tako na primer u
demografiji prikupljamo podatke o godiSnjim stopama nataliteta, mortaliteta, odn. stopi
prirodnog priraStaja. U ekonomiji pratimo dnevne fluktuacije deviznog kursa, nedeljnu
prodaju proizvoda nekog preduzeca, meseCno kretanje industrijske proizvodnje i cena,
kvartalne podatke o prometu u ugostiteljstvu i godiSnju vrednost druStvenog proizvoda.
U geofizici pratimo aktivnosti zemlje (zemljotresi). U medicini za pacijenta belezimo
izmedu ostalog njegov elektrokardiogram (EKG) u svakom vremenskom trenutku
pregleda. U meteorologiji registrujemo svakog sata brzinu vetra, dnevno pratimo
temperaturu i proseCne mesecne ili godiSnje padavine na nekoj teritoriji. U poljoprivredi
posmatramo godiSnje kretanje prinosa pojedinih poljoprivrednih kultura i njihove
otkupne i prodajne cene.

* Postoje i serije kod kojih se uredivanje vr$i s obzirom na prostor, to su prostorne ili geografske serije
(engl. spatial series).
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Vremenske serije mozemo klasifikovati koriSéenjem razlicitih kriterijuma. Jedna od
podela je na neprekidne i prekidne vremenske serije. Neprekidna je ona vremenska serija
kod koje opservacije moZemo registrovati u ma kom vremenskom trenutku. Primeri
takvih vremenskih serija su cene, vrednost akcija na berzi i temperatura. Prekidna
vremenska serija je ona serija kod koje opservacije belezimo u istim vremenskim
intervalima (dnevno, mese¢no, kvartalno ili godi$nje). Osobina prekidnosti vremenske
serije proistice iz prirode posmatrane pojave. Medutim, do prekidne vremenske serije
mozemo dodi i na osnovu neprekidne, tako Sto ¢emo kod ove potonje snimanje
posmatrane pojave vrSiti samo u odredenim vremenskim intervalima. Tada kaZzemo da
smo sistematskim uzorkom (engl. systematic sample) (u jednakim vremenskim
intervalima) belezili vrednosti neprekidne vremenske serije. Primer tako dobijene serije
je cena akcije na berzi. Naime, cena akcije varira neprekidno tokom dana, ali se njena
vrednost beleZi u trenutku zatvaranja berze. Drugi nacin dobijanja prekidne vremenske
serije je vremenskim agregiranjem (engl. temporal aggregation) (kumuliranjem)
posmatrane neprekidne vremenske serije u izabranom intervalu vremena. Primeri tako
dobijenih prekidnih vremenskih serija jesu vrednost druStvenog proizvoda ili uvoza,
odnosno izvoza u odredenom vremenskom periodu’. Kao $to se moZe zakljuditi na
osnovu reCenog, u bliskoj vezi sa naCinom dobijanja prekidne vremenske serije na
osnovu neprekidne, sistematskim uzorkom i vremenskim agregiranjem, jeste podela
ekonomskih veli¢ina na tzv. promenljive stoka (cene, kamatne stope, vrednost akcija i
sl.) 1 promenljive toka (narodni dohodak, proizvodnja, potroS$nja i sl.). Promenljive stoka
imaju u svakom vremenskom trenutku odredenu vrednost, a mi biramo trenutke kada
demo tu vrednost zabeleZiti. Za promenljivu toka kaZzemo da ju je moguce zabeleZiti,
odnosno da postoji samo protokom vremena, u nekom vremenskom intervalu, a ne u
vremenskom trenutku. Tako moZe biti re¢i o vrednosti drustvenog proizvoda u prvom
kvartalu godine, ali ne i na dan, na primer 12. maja 1981. godine.

Nekoliko karakteristicnih tipova vremenskih serija prikazano je na Slici 1.1 i Slici
12, gde smo sa X, oznalili opservaciju vremenske serije u trenutku t. Prvi tip

vremenske serije na Slici 1.1(a) karakteriSu slucajna odstupanja oko konstantnog nivoa.
Za takve vremenske serije kaZzemo da su stacionarne u sredini (nivo serije ne menja se
tokom vremena). Na Slici 1.1(b) prikazana je serija sa trendom sa sluajnim
fluktuacijama oko tog uzlaznog trenda. Ova serija predstavlja primer nestacionarne serije
u sredini (nivo serije povecava se tokom vremena). Istovremeno sa porastom nivoa ove
vremenske serije povecava se i njena varijansa, pa je serija nestacionarna i u varijansi.
Na naredne dve slike prikazane su vremenske serije kod kojih se varijacije u nivou

* Pored navedenih sreemo i specifi¢ne prekidne vremenske serije koje imaju jo3 i svojstvo da njihove
opservacije mogu biti samo nenegativni celi brojevi. Primer takve vremenske serije jeste broj postignutih
golova na fudbalskim utakmicama. U operacionim istraZivanjima registrujemo niz dogadaja koji se na
slucaj javljaju tokom vremena (na primer slucajni dolasci klijenata u sisteme masovnog opsluZivanja).
Ovde nas interesuje raspored broja klijenata koji ¢e dodi u odredenom vremenskom intervalu, a takode i
raspored vremenskih intervala izmedu dva uzastopna dolaska. Takva vrsta serije se modelira posebnim
modelima vremenskih serija, a sam proces se naziva prebrojiv proces (engl. count process). U okviru
ovih procesa, a sa primenom u teoriji komunikacije, javljaju se tzv. binarni procesi, odnosno vremenske
serije kod kojih opservacije uzimaju samo dve vrednosti (oznacavaju se obi¢no sa 0 i 1).
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serije periodicno ponavljaju. Ako je period ponavljanja slicnog toka serije duZi od
godinu dana tada govorimo o ciklicnom karakteru te serije (Slika 1.1(c)).

X4 Xt

@) { (b) t

i 5 s > i 1 @ ) | >

Slika 1.1 Tipovi vremenskih serija: (a) konstantan proces; (b) proces sa trendom; (c)
serija sa ciklicnim varijacijama; (d) serija sa sezonskim varijacijama

Tako na primer, pojava usporenja ili ubrzanja privredne aktivnosti (prisustvo
poslovnih ciklusa) predstavlja objasnjenje pojave ciklicnog kretanja vremenske serije
proizvodnje. Ako se oscilacije ponavljaju u periodima do godinu dana (mesecno,
kvartalno ili polugodiSnje) tada je re¢ o sezonskim varijacijama, a same serije nazivamo
sezonske vremenske serije. Do sezonskih oscilacija dolazi na primer zbog razliitih
vremenskih uslova, odnosno pojava koje se mogu pripisati klimatskim ili kalendarskim
faktorima. Tako ¢e prodaja osvezavajuceg pica u letnjem, biti po pravilu znatno visa od
prodaje u zimskom periodu, a proizvodnja ¢ée po pravilu biti manja u januaru od
proizvodnje u decembru zbog manjeg broja radnih dana u januaru (novogodiSnji i
bozZi¢ni praznici). Nestacionarne vremenske serije sa Slike 1.1(b)-(d) odgovaraju¢om
transformacijom svodimo na stacionarne serije.

Na Slici 1.2 data su Cetiri tipa vremenske serije Cija se struktura tokom vremena
jednokratno ili trajno promenila pod dejstvom egzogenih poremecaja. Tako na primer
Slika 1.2(a) prikazuje vremensku seriju kod koje je u jednom vremenskom trenutku
doSlo do promene u strukturi zbog spoljnog, jednokratnog poremecaja, pa su dve
opservacije vremenske serije na viSem nivou u odnosu na ostale opservacije. Primer
jednog takvog egzogenog poremecaja jeste naftni embargo koji su uvele zemlje Clanice
OPEK-a prema privredama Zapada 1973. godine. Kod serije sa Slike 1.2(b) je u
izvesnom vremenskom trenutku doSlo do trajnog porasta nivoa Sto se odrazilo u
stepenastom izgledu njenog nivoa. Primer ovog tipa serije predstavlja vremenska serija
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prodaje proizvoda nekog preduzeca u situaciji pojave novog kupca. Naime, u trenutku
pojave novog kupca doci ée do povecane prodaje proizvoda, Sto e se odraziti u
trajnom povecanju nivoa vremenske serije.

Xt X¢

@) £ (b) £

© t @) £

Slika 1.2 Tipovi vremenskih serija: (a) sa jednokratnom intervencijom; (b) sa stepenastom
intervencijom; (c) serija sa rampom; (d) serija sa nestandardnom opservacijom.

Naredni tip serije kod koga se uoCava promena u strukturi prikazan je na Slici
1.2(c). Kod njega se nakon fluktuacija oko konstantnog nivoa, u jednom vremenskom
trenutku pocinje da iskazuje uzlazni trend, a sama vremenska serija ima izgled
podignute rampe. Naposletku, poslednji tip vremenske serije sa Slike 1.2(d) sadrZi jednu
nestandardnu opservaciju (engl. outlier). Do pojave nestandardne opservacije u
vremenskoj seriji proizvodnje moglo je doéi na primer zbog Strajka, nestanka struje ili
je ona jednostavno rezultat sluCajne greSke u registrovanju posmatrane pojave.

1.2 CILJEVI ANALIZE VREMENSKIH SERIJA |
RAZLICITI PRISTUPI ANALIZI

Kori§¢enjem razli¢itth modela analize vremenskih serija Zelimo opisati izucavanu
pojavu, po mogucénosti dati objasnjenje zaSto i kako je do nje doSlo, zatim predvideti
njeno kretanje u narednom periodu i naposletku, manipulacijom veli¢ina koje
uslovljavaju posmatranu pojavu, istu drzati pod kontrolom. Da bismo izaSli u susret
ovim ciljevima moZemo koristiti alternativne pristupe analizi vremenskih serija, odnosno
razli¢ita metodoloSka i modelska reSenja u okviru svakog od njih.
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1.2.1 Ciljevi analize vremenskih serija

Kao §to smo gore nagovestili, analizom vremenskih serija Zelimo posti¢i sledeca
Cetiri parcijalna cilja, koji se mogu smatrati delovima jednog sveopsteg cilja:

(1) Deskripcija. U cilju izuCavanja osnovnih karakteristika vremenske serije
koristimo njene graficke prikaze i sumarne statistike. Opis kljucnih karakteristika
serije ima vrednost po sebi, ali najeSée predstavlja prvu etapu analize
vremenske serije. Mi bismo je preporucili kao obaveznu etapu. Naime, Cesto se
tokom analize pokaze da je ve¢ jednostavnim grafickim prikazom doSla do
izrazaja suStinska karakteristika posmatrane pojave, te da nema potrebe pozivati
u pomo¢ sloZenije statistiCke metode analize vremenskih serija.

(2) Objasnjenje. Kada raspolazemo sa viSe serija moguce je Koristiti varijacije
jedne serije u cilju objasnjenja varijacija u drugoj vremenskoj seriji. Jedan od
pristupa u tom smislu baziran je na regresionoj analizi vremenskih serija (model
jedne jednaCine ili model simultanih jednacina), a drugi na analizi modela
funkcije prenosa (ulazna serija se transformiSe u izlaznu seriju linearnom
transformacijom). Takode, generalizacijom modela jednodimenzionih vremenskih
serija kao S§to su na primer autoregresioni modeli, dobijamo modele
viSedimenzionih vremenskih serija, tzv. vektorske autoregresione modele. U
poslednje vreme ovi modeli vremenskih serija predstavljaju osnovu za strukturnu
analizu posmatrane pojave (ispitivanje egzogenosti, uzrocnosti i dr.).

(3) Prognoziranje. Na osnovu proSlih opservacija identifikujemo i ocenimo model
vremenske serije koga potom Kkoristimo za formiranje prognoze bududih
vrednosti serije. U svakoj od navedenih etapa gradnje modela koristimo razudeni
skup statistiCkih testova i kriterijjuma kojima verifikujemo valjanost koriS¢enog
prognostickog modela u poredenju sa drugima konkurentskim modelima.

(4) Kontrola. Da bismo postigli ovaj cilj analize gradimo model funkcije prenosa
vremenske serije i na osnovu njega formiramo prognozu. Zatim ulaznu seriju
prilagodavamo tako da rezultirajuci, izlazni proces bude u blizini Zeljenog cilja.
Kontrola kao cilj analize posebno je interesantan u analizi vremenskih serija koje
se javljaju u statistickoj kontroli kvaliteta.

1.2.2 Razli¢iti pristupi analizi vremenskih serija

Moguée je metode analize vremenskih serija klasifikivati koriS¢enjem razlicitih
kriterijuma. Osnovna podela razli¢itih metodi analize vremenskih serija vezana je za
domen analize. Tako razlikujemo metode analize vremenskih serija kod kojih se analiza
obavlja u vremenskom domenu i u frekventnom domenu. Analiza serije u vremenskom
domenu je ekonomistima intuitivno bliza. Ona je zasnovana na posmatranju opservacija
vremenske serije kao funkcije vremena. Za analizu vremensko zavisnih opservacija
kakve su one u vremenskoj seriji u vremenskom domenu koristimo tzv. autokorelacionu
funkciju. Njome je iskazana korelaciona struktura vremenske serije (uzajamna zavisnost
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dve opservacije vremenske serije udaljene medusobno za izvestan vremenski period).
Ona predstavlja osnovno orude analize i modeliranja vremenske serije u vremenskom
domenu. Ako smo opservacije vremenske serije prikazali kao funkciju frekvencija tada
kazemo da analizu vr§imo u frekventnom domenu. Za analizu u frekventnom domenu
koristimo spektralnu funkciju gustine. Ona ukazuje na doprinose periodi¢nih komponenti
na razli¢itim frekvencijama ukupnoj varijansi vremenske serije. Analizom jedne
vremenske serije u vremenskom domenu bavimo se od druge do osme glave, a u
devetoj glavi izlazemo analizu u frekventnom domenu. Pogre$no bi bilo zakljuciti da
analiza u vremenskom i frekventnom domenu predstavljaju dve medusobno iskljucive
mogucnosti analize vremenske serije. Upravo suprotno od toga, kazemo da su ova dva
pristupa ekvivalentna medusobom s obzirom da se spektralna funkcija gustine iskazuje
na osnovu autokorelacione funkcije i obratno.

Pored dva navedena pristupa analizi vremenskih serija s obzirom na domen analize,
izloZzicemo klasifikaciju metoda u okviru analize u vremenskom domenu. Dajemo
ukratko njihove definicije, dobre i loSe strane i situacije u kojima se preporucuje
njihovo koriséenje.

1. Metod dekompozicije. Metod dekompozicije polazi od pretpostavke da je
vremenska serija komponovana na aditivan ili multiplikativan nacin od cetiri
komponente: trenda, ciklicne, sezonske i slucajne komponente. U postupku
primene prve tri komponente se ocene na osnovu svih raspoloZivih podataka, a
potom se njihovom ekstrapolacijom formira prognoza bududih vrednosti serije.
Kada se u literaturi govori o klasicnom metodu statisticke analize vremenskih
serija podrazumeva se upravo ovaj metod dekompozicije’. Najpoznatija
operacionalizacija ovog metoda predstavlja racunarski program X-11 koji se
izmedu ostalog koristi za desezoniranje vremenskih serija i od strane zvanine
statistike. Glavna prednost metoda dekompozicije je njegova razumljivost, lakoca
primene i jednostavnost interpretacije. Najve¢i nedostatak metoda je njegova
arbitrarnost u tom smislu §to ne postoji teorijski model na osnovu koga mozemo
izvrSiti statisticko vrednovanje dobijenih rezultata dekompozicije. Takode se od
strane korisnika zahteva intervencija u etapi formiranja prognoze trenda i
ciklicne komponente.

2. Jednostavno eksponencijalno izravnanje. Ovaj metod izravnanja predstavlja
ponderisani prosek opservacija vremenske serije pri ¢emu veli¢ina pondera opada
sa staroS¢u podataka. Prednost metoda je njegova jednostavnost, nije zahtevan u
pogledu duZine vremenske serije i potpuno je automatizovan. Stoga nalazi veliku
primenu u situacijama kada je potrebno u relativno kratkom vremenskom roku
za stotine vremenskih serija formirati prognozu. Osnovni nedostatak je S§to ne
omogucava tretman serija sa trendom i sezonom. Naredni metod prevazilazi taj
problem.

> O nadinu analize vremenskih serija metodom dekompozicije videti standardne udZbenike iz statistike
kao §to je na primer udzbenik autora: 7i7i¢, Lovrié i Pavligi¢ (1992, 14. Glava).
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3. Holt-Wintersov (Holt-Vintersov) metod izravnanja. Ovaj metod predstavlja
proSirenje metoda jednostavnog eksponencijalnog izravnanja dvema jednaCinama
od kojih prvom vrS§imo reviziju ocene trenda, a drugom reviziju ocene sezone.
Preciznost mu je veda u odnosu na metod jednostavnog eksponencijalnog
izravnanja, a zadrZzava sve dobre osobine ovog potonjeg metoda.

4. Strukturni modeli. Ovu klasu modela jednostavno bismo opisali kao regresione
modele kod kojih su regresori funkcije vremena sa koeficijentima koji se
menjaju tokom vremena. Prethodna dva metoda mogu se smatrati preteCama
strukturnih modela. No, za razliku od njih, strukturni modeli su zasnovani na
teorijski definisanom statistickom modelu, Sto omogucava vrednovanje ocenjenog
modela. Medutim, sa raCunske strane ovi modeli su veoma zahtevni. Sli¢no
narednoj klasi modela zahtevaju relativno veliko iskustvo za uspeSnu primenu.
Jednostavno eksponencijalno izravnanje, Holt-Wintersov metod izravnanja i
strukturni modeli izlazu se u okviru 3. Glave.

5. Box-Jenkinsov (Boks-DZenkinsov) metod. Zasnovan je na klasi ARIMA modela®.
Na osnovu analize podataka vremenske serije identifikuje se odgovarajué¢i model
iz ove klase. Zatim se vrSi njegovo ocenjivanje i provera adekvatnosti. Postupak
se ponavlja ukoliko se pokaZe da je model neadekvatan. U suprotnom model se
moze koristiti u svrhe prognoziranja. U odnosu na ostale metode Box-Jenkinsov
metod daje najpreciznije prognoze. Metod je fleksibilan jer razmatra veoma
Siroku klasu modela medu kojima se po definisanom postupku bira onaj koji
najbolje reprezentuje podatke. PocevSi ve¢ od etape identifikacije dolazi do
izraZzaja osnovni nedostatak metoda, a to je da je za koriS¢enje ovog metoda
potreban dobro uveZban analitiCar sa velikim iskustvom. Sam postupak dolaZenja
do modela je spor i iziskuje znatne troSkove. U svakoj etapi zahteva se
intervencija od strane analiticara i donoSenje odluke u kom pravcu nastaviti
dalje. Sto se preciznosti prognoze tiCe, Holt-Wintersov metod je sasvim
konkurentan Box-Jenkinsovom metodu. Ova konstatacija vaZzi posebno u
situacijama kada raspolazemo sa relativno kratkim vremenskim serijama (do 50
opservacija). Uzimajuc¢i u obzir velike troSkove koji se javljaju pri koriScenju,
neki autori (kao na primer Chatfield (Cetfild) (1989)), Box-Jenkinsov metod
preporucuju samo ako se pokaZe da je analiticar kompetentan da koristi metod,
da je kompleksnost postupka opravdana ciljevima koji se Zele postiéi i
naposletku da varijacije u seriji nisu pod dominantnim uticajem trenda i sezone.

6. Metod stepenaste autoregresije. Metod koji je predloZzen od strane Newbolda
(Njubold) i Grangera (GrendZer) (1974) moZe se posmatrati kao varijanta Box-
Jenkinsovog metoda. Njime je pokuSano prevazilaZzenje potrebe za intervencijom
analiticara u svakoj fazi gradnje modela definisanjem potpuno automatskog
postupka izbora modela iz klase autoregresionih modela. Sam metod je zasnovan

® Kod ARIMA modela tekuca vrednost nestacionarne vremenske serije predstavljena je kao funkcija
sopstvenih proSlih vrednost, a takode tekude i proSlih vrednosti slu¢ajnih greSaka. Ovu klasu modela
definiSemo u 4. Glavi.
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na dobro poznatom postupku ukljucivanja regresora u stepenastoj regresiji. U
ovom slucaju ulogu regresora preuzimaju vrednosti vremenske serije s docnjom.
Prednost metoda je u njegovoj potpunoj automatizaciji uz koriS¢enje standardnih
statistickih  programskih paketa sa programima za stepenastu regresiju.
Nedostatak je Sto se ograni¢ava samo na klasu autoregresionih modela, mada
modelirana vremenska serija moZe biti generisana procesom pokretnih sredina ili
meSovitim ARMA procesom.

7. Parzenovi ARARMA modeli. Ovi modeli su delimino u tradiciji Box-
Jenkinsovog pristupa. Parzen (Parzen) (1982) je izvrSio modifikaciju u pocetnoj
etapi u tom smislu Sto ne zahteva diferenciranje vremenske serije u cilju
postizanja njene stacionarnosti. On predlaZe koriS¢enje autoregresionih modela
prvog ili drugog reda Ciji koeficijenti mogu biti veéi od jedinice u cilju
otklanjanja nestacionarnosti. Nakon toga se serija reziduala tih modela tretira kao
stacionarna serija i za nju se bira model iz klase ARMA modela koriS¢enjem
jednog od formalnih kriterijuma. Time je subjektivnost postupka izbora modela,
koja inace krasi Box-Jenkinsov pristup, u celini ili barem delimi¢no eliminisana,
Sto istovremeno predstavlja glavni argument u prilog ovog pristupa.

8. Bayesov (Bajesov) metod. Ovaj metod omogucava definisanje ne jednog, nego
Citavog skupa modela sa apriornim verovatnoCama koje analitiCar pridruZuje
svakom modelu iz tog skupa, odnosno koje pridruZuje njegovim koeficijentima.
Zatim se koeficijenti modela ponovo izraCunavaju ¢im nova opservacija postane
dostupna, odnosno odreduju se aposteriorne verovatnoce. Bayesov pristup
prognoziranju, moZe se posmatrati kao stohasticka verzija Holt-Wintersovog
metoda izravnanja. IzraCunavanje nove ocene koeficijenata modela zasnovano je
na postupku tzv. Kalmanovog filtriranja. Prema definiciji ovaj metod moZe
obuhvatiti prethodno izlozene modele §to samo svedoci o njegovoj fleksibilnosti.
Zbog stalne izmene koeficijenata modela prilivom nove opservacije ovaj metod
uspeSno modelira vremenske serije sa promenljivom strukturom. Mada se po
svojoj preciznosti moze porediti sa Box-Jenkinsovom metodom u manjoj je
upotrebi zbog svoje racunske sloZenosti kao i poteskoca koje korisnici imaju u
razumevanju dobijenih rezultata. U svakoj etapi od analiticara se zahteva
intervenciju u smislu pridruzivanja verovatnoca koeficijentima modela.

Ovim spiskom nisu iscrpljeni svi metodi, odnosno modeli vremenih serija koji su
predloZeni i koriS¢eni u literaturi. Tako su na primer Carbone (Karboun) i Longini
(Londzin) (1977) predlozili postupak AEP filtriranja koji u suStini definiSe model sa
vremenski zavisnim koeficijentima. Lewandowski (Levandovski) (1982) je predloZio
FORSYS koji kombinuje metod dekompozicije i Holt-Wintersov metod modifikujuci
ovaj potonji tako Sto dozvoljava mogucnost da njegovi koeficijenti budu promenljivi, a
ne konstantni. Uniformisani pristup alternativnim modelima vremenskih serija dat je u
odli¢nom c¢lanku Harveya (Harvi) (1984). Kratak prikaz navedenih metoda i modela dat
je kod Wheelwrighta (Vilrajt) i Makridakisa (Makridakis) (1984).
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1.3 OSNOVNI POJMOVI | OZNAKE U ANALIZI VREMENSKIH SERIJA

U ovom poglavlju izloZilemo osnovne pojmove 1 veli¢ine koje sreCemo pri
koriSéenju metoda analize vremenskih serija, prvenstveno u vremenskom domenu. U
prvom Citanju ovo se poglavlje moZe preskociti’.

Opservaciju vremenske serije u vremenskom trenutku t oznacavamo sa X, kao S$to

smo inaCe oznalili na Slici 1.1. Jedan od osnovnih ciljeva koje Zelimo posti¢i u analizi
vremenskih serija jeste prognoza bududih opservacija vremenske serije. Do
prognoziranih vrednosti dolazimo na osnovu N raspolozivih opservacija vremenske
serije X, X,,..., X, . Ne ulazec¢i u nacin dolaZenja do prognozirane vrednosti (za to se

koristi jedan od predloZenih metoda iz prethodnog odeljka) naS je zadatak da u
sadaSnjem periodu n, koriSéenjem svih prethodnih opservacija, formiramo te
prognozirane vrednosti. Neka na primer raspolaZzemo mesecnom vremenskom serijom
industrijske proizvodnje u periodu od januara 1987. godine do maja 1994. godine, Sto
znaCi da imamo na raspolaganju 89 opservacija (n=89). Vrednost industrijske

proizvodnje u maju 1994. godine je poslednji raspoloZivi podatak (to oznacavamo sa
X, =Xg =X ). Na osnovu jednog od izloZenih metoda dolazimo do prognoze

industrijske proizvodnje u junu 1994. godine, odnosno u prvom narednom periodu. Tu

maj.94

prognozu za jedan period unapred oznaCavamo sa X .o, (jun.94), a u opStem slucaju

X, (@), ¢ime se oznakom sugeriSe da je prognoza formirana u tom periodu (pocetni

period prognoze) za prvi naredni period. Od nas se moZe zahtevati da formiramo
prognozu za viSe perioda unapred. Broj bududih perioda za koji je potrebno formirati
prognozu oznaCavamo sa h i nazivamo ga duZinom horizonta prognoziranja. Tako u
opStem slu¢aju imamo prognozu za h perioda unapred )zn(h). Ako u naSem primeru
stavimo da je h=3, to zna¢i da u maju 1994. godine, na osnovu raspolozivih 89
podataka, formiramo prognozu za jun, jul i avgust 1994. godine.

Ne wulazedi u izvore greSaka prognoze konstatujemo da izmedu ostvarene i
prognozirane vrednosti postoje razlike. Te razlike ili odstupanja oznacavamo sa

e (h)=X,,, — X, (h) (1.1)

i nazivamo greska prognoze za h perioda unapred. U nasem primeru prognoza junske
proizvodnje dobijena u maju 1994. godine generiSe gresku prognoze za jedan period
unapred

e ()=X_,-X (1) (12)

” To se posebno odnosi na deo posveden razmatranju prognoziranja. Mada se u Sestoj glavi bavimo
prognoziranjem na osnovu ARIMA modela vremenskih serija, zbog strukturnih modela koje izlaZemo u
trecoj glavi smatrali smo za potrebno ukratko navesti neke pojmove u vezi s tim.
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Ove greske predstavljaju osnovu za konstruisanje pokazatelja tacnosti razli¢itih metoda i
modela prognoziranja.

Ako se pocetni period prognoze poklapa sa duzinom vremenske serije tada unutar
uzorka formiramo razlike opservacija vremenske serije i odgovaraju¢ih ocenjenih
vrednosti na osnovu koris¢enog modela. Te razlike nazivamo rezidualima, a s obzirom
na gornje oznacavanje, one predstavljaju greSaka prognoze za jedan period unapred, tj.
to su €,(1),e(),....e,,(1). Poredenje prognoza razli¢ith modela vr§imo kori$¢enjem

sumarnih statistika kao Sto su na primer srednja kvadratna greska reziduala (engl. Mean
Square Error)

n-1
MSE = EZef ) (1.3)
N>

1 srednja apsolutna greska reziduala (engl. Mean Apsolute Error)

MAE = %§|et 6 (14)
t=0

Medutim, pravu meru kvaliteta prognoze nekog modela dobi¢emo ukoliko koristimo
prognoze izvan uzorka koji je koriSéen za ocenu modela. Tako na primer, naSu
vremensku seriju industrijske proizvodnje posmatramo u periodu od januara 1987. do
maja 1993. godine i na osnovu 77 opservacija ocenjujemo model, da bi zatim formirali
prognozu dvanaest meseci unapred. Preostalih 12 opservacija (od juna 1993. do maja
1994. godine) koristimo za vrednovanje kvaliteta prognoze. Znafi da smo naSu
vremensku seriju podelili na dva dela. Na osnovu prvog dela (unutar uzorka)
ocenjujemo model vremenske serije, a na osnovu drugog dela (izvan uzorka)
vrednujemo prognozu poredeci ostvarene i prognozirane vrednosti. U maju 1993. godine
formiramo prognozu za jun 1993. (jedan period unapred), jul 1993. (dva perioda
unapred), da bi naposletku prognozirali proizvodnju u maju 1994. godine (12 perioda
unapred). Imamo dakle seriju greSaka prognoze: €, (1),e,(2),...,€,(12), gde se n odnosi

na maj 1993. godine. Srednje kvadratnu gresku prognoze definiSemo na sledeci nacin:

h
MSEz%Zeﬁ(j) , (1.5)
=1

a srednja apsolutna greska prognoze je

h

MAEz%Z|en(j)| . (1.6)
j=1

Koristimo istu oznaku za srednju kvadratnu i apsolutnu greSku reziduala i prognoze, a
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iz konteksta u kome se ove mere kvaliteta prognoze koriste bi¢e jasno da li su racunate
na osnovu greSke unutar ili izvan uzorka. Tako na primer u treéoj glavi, kada je re¢ o
oceni koeficijenata modela izravnanja, koristimo u svim primerima MSE 1 MAE
reziduala, jer se radi o greSkama unutar uzorka.

U analizi vremenske serije u $irokoj upotrebi je tzv. operator docnje, u oznaci B®,
koji definiSemo sa

BX, = X, , (1.7)

Jednostavno receno operator docnje tekucu opservaciju vremenske serije pomera jedan
period unazad (u proSlost). U opStem sluaju imamo

B*X, = X » (1.8)

a definiciju kompletiramo ako uzmemo da je B°X,=X,. Otigledno da je za

proizvoljnu konstantu g, Bz =, tj. konstanta pomerena za K perioda unazad ima

istu vrednost. Definicija (1.7) vaZi za ma koju celobrojnu vrednost k. Od interesa je
ukazati na znaCenje operatora docnje kada K uzima vrednosti iz skupa negativnih celih
brojeva. Naime, tada je B™X, = X,,,, §to znadi da smo tekucu opservaciju pomerili k

perioda unapred (u buduénost).

Operator docnje tretiramo kao ma koju algebarsku veli¢inu. Polinom po operatoru
docnje oznatavamo sa

0(B)=1+6B+..+6,B°, (1.9)

gde su 6,0,,..,0, konstantni koeficijenti polinoma. Koreni ovog polinoma su (

vrednosti B koje zadovoljavaju polinomijalnu jednacinu

0(B)=0. (1.10)
Na primer, ako u izrazu (1.9) zamenimo (=1 dobijamo

6(b)=1+6B, (1.11)
pa je koren jednacine 1+6B=0,B=-1/6,. Za koren kaZzemo da leZi van jedini¢nog

kruga ako je po modulu ve¢i od jedinice. U suprotnom slucaju, koren leZi na ili unutar

® Operator docnje na engleskom jeziku nosi naziv lag operator, pa se esto u literaturi umesto oznake B
koristi oznaka L. Inace, oznaka B je od prvog slova engleske re¢i backward (unazad).

’ Detaljnije o operatoru docnje i njegovoj algebri videti u Dhrymes (Drajmz) (1971, 2. Glava).
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jedini¢nog kruga ako je po modulu manji ili jednak jedinici. U nasem primeru da bi
koren polinoma (1.11) lezao van jedini¢nog kruga mora biti |6 <1.

Operator prve diference definiSemo na osnovu operatora docnje

A=1-B. (1.12)

Tako imamo AX,=(1-B)X,=X,-X,,. Dvostrukom primenom operatora prve

diference dobi¢emo polinom drugog reda po operatoru docnje, tj.

A*=(1-B)*=1-2B+B’. (1.13)

U opstem slucaju A" =(1-B)" je polinom d —tog reda po operatoru docnje, a njegovi

koreni su svi jednaki jedinici.

Operator K —te diference definiSemo sa

A, =1-B*, k=..,-1,012,..., (1.14)

pa je A, =X,—X,,. Od posebnog je interesa u analizi sezonskih vremenskih serija

operator sezonske diference kod koga je vrednost K jednaka broju sezona S:
A, =1-B°. (1.15)

Na primer, za kvartalne vremenske serije (S=4) imamo: A,=1-B*, odnosno,
A X, =(1— B“)Xt =X,—X,,, a za mesene vremenske serije (S=12) imamo:

Ay, =1-B", odnosno A, X, =(1-B%)X, =X, =X, .

1.4 OSVRT NA ISTORIJSKI RAZVOJ ANALIZE VREMENSKIH SERIJA

Kratak osvrt na istorijski razvoj analize vremenskih serija'® uopste, a posebno u
ekonomiji, Cini se prevashodno iz razloga upoznavanja sa evolucijom interesovanja
analitiCara vremenskih serija. Time ¢e se omoguditi razumevanje konvergencije dva
pristupa koja je mnastala u poslednjoj deceniji u analizi vremenskih serija:
ekonometrijskog i statistickog. Istovremeno d¢e se staviti u istorijsku perspektivu
savremeni pristup analizi vremenskih serija i nagovestiti njen bududi razvoj.

Prvobitno je analiza vremenskih serija bila orijentisana na analizu individualne
vremenske serije i to serija koje su se javljale u astronomiji, geofizici i meteorologiji.

' Osnovni izvor za ovaj osvrt predstavljaju sledece knjige: Epstein (Epstajn) (1987), Granger i Hatanaka
(Hatanaka) (1964, ss. 4-9), Mills (Milz) (1990, ss. 1-4), Nerlove (Nerlav) i dr. (1979, ss. 1-21) i Spanos
(Spano) (1986, ss. 3-15).
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Uocavano je relativno glatko kretanje vremenskih serija sa ciklicnim pravilnostima kao
Sto su jedanaestogodiSnji ciklusi u slucaju pojava suncanih pega ili godiSnji ciklusi u
meteoroloSkim podacima. Stoga je sa metodoloSke strane glavni pravac istraZivanja bio
usmeren ka otkrivanju "skrivenih perioda" u vremenskim serijama. U to vreme naslucuje
se da vremensku seriju treba posmatrati kao da je komponovana od sinusoida razliCitih,
ali nepoznatih amplituda i perioda. Otuda se sa puno prava moZe konstatovati da koreni
strukturnih modela vremenskih serija seZzu u daleku proSlost. Tako Nerlove i dr. (1979)
ukazuju na to da su astronomi sedamnaestog veka u raCunanju orbita planeta posmatrali
opservacije vremenske serije kao da su sastavljene od neopaZljivih komponenata.
Krajem prosSlog i pocetkom ovog veka glavni doprinos u pogledu analize skrivenih
perioda daje Sir Arthur Schuster (Artur Suster) (1898) definisanjem tzv. periodograma
koji je po njemu dobio ime. Mada je prvobitna namena periodograma za otkrivanje
perioda u savremenoj analizi vremenskih serija uglavnom napustena, periodogram se
koristi kao polazno sredstvo za ocenu spektralne funkcije gustine (osnovne funkcije u
analizi vremenskih serija u frekventnom domenu). Dvadesetih godina ovoga veka jedan
od prvih autora koji je eksplicitno definisao vremensku seriju kao da je komponovana
od Cetiri tipa fluktuacija (trend, ciklus, sezona i rezidual) bio je Persons (Pirson).

U to vreme, u prakti¢nim primenama periodograma, nije bila retkost da se otkriju
periode i kod serija koje su generisane od strane istraZivaca, a za koje se znalo da ne
sadrze cikluse. To je navelo neke autore, medu njima i Yulea (Jul), da jo§ 1927. godine
definiSu modele vremenskih serija koji bi preciznije modelirali vremenske serije sa
ciklicnim fluktuacijama, a istovremeno posluzili za pouzdanije otkrivanje osobine tih
cikli¢nih fluktuacija. Tako se Yuleu pripisuje definisanje modela vremenskih serija koji
iskazuju zavisnost tekuce vrednosti od svojih sopstvenih proSlih vrednosti i slucajne
greSke. Radilo se o tzv. modelima autoregresionih procesa. U isto vreme Slutsky
(Slucki) (1927) je prvi definisao alternativni model vremenske serije koji iskazuje
tekucu vrednost serije kao ponderisanu sumu slucajnih greSaka, odnosno radilo se o tzv.
modelima pokretnih proseka. Ovi modeli su proistekli iz njegove diskusije opasnosti
koja se javlja pri izravnavanju vremenskih serija koriS¢enjem ponderisanih proseka.
Naime, u to vreme, u potrazi za ciklicnim kretanjem u vremenskoj seriji, koristili su se
postupci izravnanja kojima se Zelelo dodi do osnovne tendencije u seriji. Slutsky je
pokazao da postupak izravnanja generiSe ciklus u seriji u kojoj on nije postojao, a
fenomen je prema njemu nazvan efekat Sluckog. Dalji razvoj 1 primenu autoregresionih i
modela pokretnih proseka unapredio je Herman Wold (Herman Vould) (1938) koji je
postavio teorijsku osnovu metodologije vremenskih serija baziranu s jedne strane na ove
dve klase modela, a sa druge ih je povezao sa teorijom verovatnoce Kolmogorova.

U ekonometriji je neposredno pred Drugi svetski rat istrazivanje bilo usmereno ka
ukljucivanju do tada razvijenih metoda deskriptivne statisticke analize kao i teorije
verovatnoce u linearni regresioni model. Nekako u to vreme, 1943. godine Haavelmo
(Havelmo) formuliSe model simultanih jednacina, koji predstavlja referentni okvir za
razvoj novih metoda ocenjivanja i testiranja zasnovanih na pojmu najvece
verodostojnosti, istrazivaca okupljenth u tzv. Cowles Foundation Group (Kaule
Faundej$n Grup). Njihov napor je krunisan radovima publikovanim pocetkom pedesetih
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godina u dve monografije (Koopmans (Kupmens) (1950) i Hood (Hud) i Koopmans
(1953)). Time je postavljen temelj klasicnoj ekonometriji, odnosno trasiran je put
buducih istraZivata u narednih Cetvrt veka. Ekonometrija se tako bazirala na linearnom
regresionom modelu i analizi pogreSne specifikacije, odnosno modelu simultanih
jednacina i njegovoj identifikaciji i ocenjivanju.

Pored spomenutih istrazivanja u analizi vremenskih serija i ekonometriji istrazivaci u
okviru operacionih istrazivanja pocetkom Sezdesetih, bave se formiranjem jednostavnih
metoda prognoziranja zasnovanih na pojmu lokalnog trenda i nivoa serije. Autori kao
Sto su Holt (Holt) i dr. (1960), Winters (Vinters) (1960) i Brown (Braun) (1963)
razvijaju metod poznat pod imenom eksponencijalnog izravnanja. Ovi ad hoc modeli
predstavljaju preteCu savremenih strukturnih modela vremenskih serija.

U statistickoj literaturi se knjiga Box i Jenkinsa (1976), prvi put objavljena 1970.
godine, uzima kao pocetni korak konvergencije pristupa sa stanoviSta analize
vremenskih serija i ekonometrijskog u analizi vremenskih serija. U njoj je razvijen
metodoloski postupak gradnje tzv. ARIMA modela. Prognoze na osnovu ovih modela
pokazale su se superiorne na kratak rok u poredenju sa prognozama velikih
makroekonometrijskih modela''. Ovi poslednji su predstavljali operacionalizaciju
teorijskih pojmova razvijenih u okviru Cowles Commission. Uzvratni argument protiv
modela vremenskih serija bio je da oni ne omogucavaju vrednovanje mera ekonomske
politike. Sli¢ni prigovori makroekonometrijskim modelima upuceni su kroz poznatu
Lucasovo kritiku. Lucas (Lukas) (1976) argumentuje da su strukturni koeficijenti ovih
modela zavisni od ekonomske politike koju treba da vrednuju.

Potreba za sintezom dva pristupa analizi vremenskih serija u punoj meri se
predocava radom Grangera i Newbolda (1974) u kome se izlaze i analizira problem
lazne regresije’ (engl. spurious regression). U radu Grangera i Newbolda pokazano je
da se regresirajuéi dva medusobno nezavisna procesa slucajnog hoda' dobija visoka
verovatnoca odbacivanja tacne hipoteze o odsustvu veze izmedu dve serije. Dobijena je
¢ak 1 u sluCaju nezavisnosti serija visoka vrednost koeficijenta determinacija uz
istovremeno nisku vrednost Durbin-Watsonove (Darbin-Votson) statistike. Njihovo
istraZivanje je sugerisalo da se ne sme zanemariti specificna korelaciona struktura
koriS¢enih vremenskih serija, za koju inae moZemo rec¢i da reprezentuje korelacionu
strukturu vecdine ekonomskih vremenskih serija. Time se potencira sva relevantnost
istrazivanja ova dva autora u ekonometrijskom modeliranju. Nakon njihovog rada sledila

"' Videti na primer istraZivanja Coopera (Kuper) (1972) i Naylora (Nejlor) i dr. (1972) u kojima se
pokazuje nemoc¢ velikih makroekonometrijskih modela da uspeSno pariraju precizno$¢éu svojih prognoza,
prognozama jednostavnih modela vremenskih serija.

" TIstini za volju ovaj problem uoio je jo§ davne 1926. godine Yule razmatrajuéi teskoce koje se
javljaju pri koriS¢enju vremenskih serija u kontekstu linearnog regresionog modela. Pored ranije
navedenog razloga vezanog za ispitivanje cikli¢nih kretanja ovo je bio drugi razlog koji je naveo Yulea
da definiSe autoregresione modele vremenskih serija.

" Proces slu¢ajnog hoda formalno defini$emo u 5. Glavi, a na ovom mestu za taj proces kazemo da

tekuéu opservaciju vremenske serije predstavlja kao zbir vrednosti serije iz prethodnog perioda i
slucajne greske.
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je serija radova koji su se bavili nestacionarno$¢u vremenskih serija. Radovi posveceni
problemima ocenjivanja i testiranja tipa nestacionarnosti, te tzv. festovi integrisanosti
poslednjih su godina dominirali u analizi vremenskih serija.

Uporedo sa tim pravcem u analizi ekonomskih vremenskih serija uofava se napor
istrazivaca da reSe probleme modeliranja viSedimenzionih vremenskih serija. Tu svakako
treba spomenuti postupke za ocenu i testiranje prisustva i tipa zajednickog trenda, a
takode i postojanje  kointegracije’* izmedu posmatranih  vremenskih  serija.
Operacionalizacijom pojmova kao Sto su egzogenost/endogenost, uzro¢nost i drugi
fundamentalni pojmovi u ekonometriji i ekonomiji uopste, pocinju da se bave istrazivaci
u okviru analize vremenskih serija. U tom smislu posebnu popularnost u ekonomiji
imaju tzv. VAR modeli*®, pa je pristup zasnovan na njima postao jedan od dominantnih
pristupa ekonometrijskoj analizi vremenskih serija, posebno kod americkih istrazivaca.
Kao S§to smo to na prvoj strani ve¢ nagovestili, ispostavilo se da je statisticko-
metodoloski okvir Novoklasi¢ne ekonomske Skole definisan upravo analizom vektorskih
vremenskih serija, odnosno VAR modelima. Drugi pristup ekonometrijskoj analizi
vremenskih serija u vecoj meri se oslanja na tradiciju britanske ekonometrijske Skole.
Ona u svome savremenom izdanju'® pri specifikaciji ekonometrijskog modela, odnosno
njegovog ravnoteznog dela, polazi od ekonomske teorije. Koriste¢i zatim dostignuca
analize vremenskih serija u njega ukljucuje, podacima utvrdenu specificnu korelacionu
strukturu vremenskih serija. Dakle, ostavlja se analizi vremenskih serija da sugeriSe
kratkoro¢nu dinamiku vremenskih serija u okviru celovitog modela. Ti modeli se
nazivaju modeli korekcije greskom (engl. error correction models).

Decenija koja je za nama u ekonometrijskoj literaturi je ukazala da najdinamicniji
rast imaju upravo reference na temu ekonometrijske analize vremenskih serija. U njima
se Cine pokuSaji da kroz medusobno proZimanje ekonometrije i analize vremenskih
serija dode do rezultata koji ¢e predstavljati valjan okvir prakticnog modeliranja
ekonomskih fenomena. U tim modelima trebalo bi da kako ekonomska teorija, tako i
struktura podataka igraju jednu od glavnih uloga. Smatramo da ¢e i bududi razvoja
analize vremenskih serija potvrditi valjanost dosadasnjeg izbora analiticara da nadu
svojevrsnu sintezu dva pristupa. Sa svoje strane razvoj raCunarske tehnike i pratecih
programa predstavlja osnovnu pretpostavku za kori$éenje u vecoj meri viSedimenzionih
vremenskih serija.

" Kointegracija je pojam novijeg datuma u analizi vremenskih serija koji ukazuje na moguénost i
uslove postojanja stacionarne veze izmedu nestacionarnih vremenskih serija. Detaljnije se ovaj pojam
izlaze u 10. Glavi.

" Iskazuju zavisnost svake promenljive u skupu posmatranih promenljivih od svojih sopstvenih proslih
vrednosti, a takode od proSlih vrednosti ostalih promenljivih. MoZe se reéi da oni predstavljaju
svojevrsnu generalizaciju dinamickih ekonometrijskih modela simultanih jednacina.

'® Videti na primer: Charemza (Haremza) i Deadman (Dedmen) (1992), Granger (1992, 13-15. Glava) i
Spanos (1986).



2 DESKRIPTIVNI METODI ANALIZE
VREMENSKIH SERIJA

U skladu sa prvim ciljem analize vremenskih serija - opisom izuCavane pojave, u
ovoj glavi bavimo se metodama koje nam kroz grafi¢ki prikaz, sumarne statistike, preko
transformacije serije i njenog izravnanja, pruZaju prvu informaciju o karakteristikama
vremenske serije. Dobijena informacija ima vrednost po sebi, ali nam takode koristi u
daljoj analizi pri izboru odgovarajuéeg metoda analize, odnosno modela vremenske
serije.

2.1 UVOD

Vremenska serija predstavlja u vremenu uredeni niz podataka. U ovoj knjizi bavimo
se vremenskim serijama kod kojih opservacije registrujemo u jednakim vremenskim
razmacima. Stoga je graficki prikaz sa vremenom na apscisi "prirodan" nacin njihovog
prezentiranja. Sa grafikona vremenskih serija, kao S§to su oni na Slici 1.1, odmah
uoCavamo osnovne karakteristike izuCavanog fenomena, §to inace nije slucaj sa njihovim
tabelarnim prikazom. Pored tog vida grafickog prikaza, za sagledavanje medusobne
povezanosti dve vremenske serije koristimo tzv. dijagram rasturanja.

Nakon grafickog prikaza vremenske serije na raspolaganju nam stoji spektar
statistickih metoda koji omogucavaju dalje izuCavanje karakteristika vremenske serije,
posebno onih koje se ti¢u njenog rasporeda. Prikazima koji sumiraju informaciju u
vremenskoj seriji bavimo se u Poglavlju 2.3.

PoSto smo koriS¢enjem grafickog prikaza vremenske serije i formiranjem sumarnih
pokazatelja doSli do saznanja o njenim osobinama pristupamo transformaciji serije.
ViSestruki su razlozi za transformaciju vremenskih serija. U istrazivaCkoj fazi analize
nju koristimo da bi ucinili ociglednijim neke karakteristike serije koje nisu vidljive u
originalnoj seriji. Pored toga, do zahteva za transformacijom vremenske serije dolazi i
zbog potreba da se izade u susret pretpostavkama modela koje ¢emo za nju graditi.
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Naposletku, ¢esto nas u ovoj fazi analize interesuje osnovni tok serije koji predstavlja
obrazac njenog ponaSanja tokom vremena. Zbog velikog varijabiliteta vremenske serije,
odnosno zbog izrazenih lokalnih fluktuacija oko tog osnovnog toka on nije na osnovu
grafickog prikaza odmah uocljiv. Zato pristupamo izravnavanju vremenske serije, tj.
primenjujemo specifi¢an statisticki postupak prigusSivanja spomenutih lokalnih fluktuacija
¢ime postizemo da dode do izraZaja osnovna tendencija u seriji.

2.2 GRAFICKI PRIKAZI VREMENSKIH SERIJA

KoriSéenje grafickih prikaza u statistici uopSte ima dvojaku ulogu. Prvobitno su
grafikoni trebalo samo da zamene tabelarno prezentirane podatke, jer se na osnovu
tabela nije mogla dati ocigledna karakterizacija izuCavane pojave. Potom su
modifikacijom 1 razvojem postojecih grafikona, odnosno kreiranjem novih, graficki
prikazi u statistici uopSte, postali snazno sredstvo za kompleksno izuCavanje statistickih
pojava. Krajem Sezdesetih, tome je svojim radom poseban doprinos dao Tukey (Tjuki)
(1972) 1 (1977). Pregled poslednjih istrazivanja o grafickoj prezentaciji statistickih
podataka dat je kod Clevelanda (Klivlend) (1987).

Graficki prikaz vremenske serije u toj meri se odomacio u svakodnevnom Zivotu da
nije potrebno posebno ukazivati na nacin njegove konstrukcije. Ipak skreCemo paznju da
svaki od grafikona mora sadrzati informaciju o kojoj se pojavi radi, naznaku merne
jedinice na ordinati, vremenskog perioda na apscisi, a u cilju lakSeg ocitavanja vrednosti
sa grafikona mogu se dodati i odgovarajuce horizontalne linije. KoriS¢enje uobicajenog
grafickog prikaza vremenske serije sa vremenom na apscisi ilustrovaéemo na konkretnim
ekonomskim vremenskim serijama.

Na Slici 2.1 prikazana je vremenska serija nivoa druStvenog proizvoda SR
Jugoslavije u realnom izrazu (po stalnim cenama iz 1972. godine). Sa grafikona
uo¢avamo da druStveni proizvod SR Jugoslavije sve do pocetka osamdesetih godina
pokazuje uzlazni trend, u narednoj deceniji beleZi se uglavnom stagnacija nivoa realnog
druStvenog proizvoda, da bi zatim od pocetka devedesetih doSlo do njegovog drasticnog
pada.
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Slika 2.1 Realni drusStveni proizvod SR Jugoslavije
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Istovremeno na grafikonu drustvenog proizvoda uocavamo brojna ciklicna kretanja. Iz
ekonomske istorije poznato je da je sredinom Sezdesetih godina pokuSana (pokazalo se
neuspeS$no) privredna reforma. Ona je dovela do stagnacije privrede u naredne 2-3
godine $to se odrazilo na nivo realnog druStvenog proizvoda. U manjoj meri je poznato
da je prvi signal neefikasnosti privrednog sistema bio upucen veé 1962/63. godine S$to
¢e na grafikonu tek izoStreno oko uociti kao izvesnu stagnaciju nivoa serije. Prakti¢no
ve¢ od 1979. godine u punoj meri se ispoljava ekonomska kriza koja je kulminirala
pocetkom devete decenije raspadom SFR Jugoslavije. Na Slici 2.1 u navedenom periodu
dolazi do oStrog zaokreta trenda, tako da ovaj u devedesetim godinama ima izrazito
negativan nagib.

Na Slici 2.2 prikazana je vremenska serija broja zavrSenih stanova u SR Jugoslaviji.
Za razliku od realnog druStvenog proizvoda ova serija ne pokazuje izraziti trend nego
uocavamo fluktuacije oko promenljivog nivoa. Pored te razlike konstatujemo da je kod
ove serije znatno veci intenzitet i stepen fluktuacija, no $to je to slucaj sa nivoom
drustvenog proizvoda.
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Slika 2.2 Broj zavrSenih stanova u SR Jugoslaviji

Posmatrajuci Sliku 2.1, tek uz napomene o ekonomskoj istoriji Jugoslavije bili smo u
stanju da uofimo periode stagnacije u porastu druStvenog proizvoda. Medutim,
pogodnom transformacijom dobijamo vremensku seriju koja ima znatno razliCite
karakteristike od polazne, ali koja nam omogucava da bolje sagledamo spomenute
periode stagnacije. Transformacija koju smo primenili na seriju realnog druStvenog
proizvoda odnosi se na racunanje godiSnje stope rasta posmatrane veli¢ine. Ova
vremenska serija prikazana je na Slici 2.3. Za razliku od vremenske serije nivoa realnog
druStvenog proizvoda koja ima relativno glatko kretanje sa uzlaznim trendom, serija
stope rasta iskazuje velike oscilacije od 27.5% (1957. godine) do -11% (1991. godine)
oko nivoa koji se takode menja tokom vremena.

Sada se jasno uocavaju tri karakteristicna perioda u rastu druStvenog proizvoda. Prvi
period, od 1952. do 1960. godine, karakteriSe velike fluktuacije u stopama rasta
(smenjuju se godine u kojima smo imali izrazito visoke stope rasta sa godinama u
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kojima su beleZene negativne stope rasta). Drugi period, od 1961. do 1979. godine
karakteriSu relativno skromnije stope rasta u odnosu na prethodni period. Naposletku, od
1980. godine pa do danas privreda SR Jugoslavije belezi usporavanje rasta realnog
druStvenog proizvoda uz retke godine sa pozitivnhim stopama rasta. Na ovom grafikonu
bolje sagledavamo, ranije spomenute, godine stagnacije.
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Slika 2.3 Stope rasta realnog druStvenog proizvoda SR Jugoslavije

Do sada smo graficki prikazali godiSnje vremenske serije. Ukoliko opservacije
registrujemo u kraéim vremenskim intervalima (mese¢no ili kvartalno) tada vremenska
serija pored trenda 1 ciklicnog karaktera moZe imati novu karakteristiku. Naime, u tom
slucaju postoji moguénost da je u seriji prisutna i sezona. Na Slici 2.4 prikazana je
mesecna vremenska serija industrijske proizvodnje u Srbiji. Na grafiku ove serije istice
se uzlazni trend, ali serijom dominira sezonska komponenta.
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Slika 2.4 Industrijska proizvodnja u Srbiji

Uocava se da tokom jula meseca, zbog godis$njih odmora, dolazi do pada proizvodnje
u odnosu na prethodni mesec. Sli¢nu pojavu imamo i na pocetku godine, u januaru,
kada zbog novogodisnjih i boZiénih praznika imamo manji broj radnih dana u odnosu
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na prethodni mesec, pa se belezi i niZi nivo proizvodnje. Pored sezonske karakteristike,
ova serija ima jo$§ jedno interesantno svojstvo. Naime, serija industrijske proizvodnje
ima sezonu ¢ija se amplituda povecava protokom vremena, odnosno sa porastom trenda.
Za takve vremenske serije kod kojih sezona povecava amplitudu protokom vremena
kazemo da su serije sa multiplikativnom sezonom. Za razliku od njih, vremenske serije
sa sezonom koja ima konstantnu amplitudu tokom vremena kazemo da su serije sa
aditivnom sezonom. Na osnovu reCenog za mesecne i kvartalne vremenske serije ne
treba zakljuCiti da sve one imaju izraZzenu sezonu. Primer vremenske serije kod koje
nije izraZzena sezona je mesecna serija cena na malo.

Pored mesecnih i kvartalnih vremenskih serija imamo i serije kod kojih opservacije
registrujemo u kra¢im vremenskim intervalima (danima ili nedeljama). Tako je na
primer na Slici 2.5 prikazana nedeljna vremenska serija stopa rasta cena na malo u SR
Jugoslaviji.

v,

VAN
N

Stope rasta u %
I
-’\2

2L

.37II\I\\I\IIII\I\\\\IIII\I\\\\I\IIII
1234123451 2341234123451 2341234512734

od 1. nedelje februara do 4. nedelje septembra 1994.

Slika 2.5 Nedeljne stope rasta cena na malo u SR Jugoslaviji

S obzirom na dinamiku hiperinflacije tokom 1993. godine' Savezni zavod za
statistiku je od jula meseca poCeo da prati nedeljno kretanje cena na malo. 24. januara
1994. godine startovao je Program za rekonstrukciju monetarnog sistema SR
Jugoslavije. Kao rezultat imamo da prakticno od prve nedelje februara meseca cene na
malo, kao jedan od pokazatelja inflacije, beleze nulti rast. Sa grafika vidimo da su sve
do kraja avgusta meseca nedeljne stope rasta oscilirale oko tog konstantnog nivoa.
Medutim, od kraja avgusta poCinje da se aktivira crno devizno trzZiSte uz istovremeno
masovnije povecanje cena veceg broja proizvoda i usluga. Takve pojave su naSle svoga
odraza na izgledu vremenske serije stopa rasta cena na malo. KaZzemo da je vremenska
serija "odlutala" od konstantnog nivoa oko koga je do tada oscilirala.

' Krajem godine postalo je bespredmetno pratiti ¢ak i nedeljne stope inflacije jer su iznosile
nekoliko hiljada procenata. U decembru 1993. i januaru 1994. godine stopa inflacije tokom jednog sata
se kretala u intervalu od 1% do 2%. U isto vreme dnevni rast cena bio je po stopi od 20% do 70%.



22 Glava 2 Deskriptivhi metodi analize vremenskih serija

Ukoliko raspolazemo parom vremenskih serija tada je koriSéenje dijagrama
rasturanja graficki jednostavno sredstvo za prikazivanje medusobne zavisnosti dve
promenljive. Mada je na prvi pogled teSko pretpostaviti moguénost unapredenja ove
vrste grafickog prikaza ipak ukazujemo na dve njegove modifikacije:

(1) grafikon tacka-crta (engl. dot-dash-plot) i
(2) matrica dijagrama rasturanja (engl. scatterplot matrix).

Kod prve varijante dijagram rasturanja postaje, na osnovu dva nova elementa,
informativniji u odnosu na svoj prvobitni izgled. Na grafikonu tacka-crta ose dijagrama
rasturanja protezu se samo do ekstremnih vrednosti prve, odnosno druge promenljive.
Time je pored ostalog prikazan i interval varijacija svake promenljive. Drugo odlika
modifikovanog dijagrama rasturanja tiCe se ‘crtica" na osama koje predstavljaju
projekcije tacaka iz dijagrama rasturanja na svaku osu. Ovom izmenom grafika "crtice"
nam pruZaju informaciju o marginalnom rasporedu dve promenljive. KoriS¢enjem
navedene modifikacije dijagrama rasturanja pored samog dijagrama rasturanja imamo
istovremeno prikazane i marginalne rasporede obe promenljive, a takode i informaciju o
njihovoj minimalnoj i maksimalnoj vrednosti.

Tabela 2.1 Stope rasta tri serije

Stope rasta (u %)
Godina Drustveni . .t Osnovna
. Investicije
proizvod sredstva
1967 1.80 2.90 7.60
1968 1.80 8.20 6.90
1969 11.30 7.20 10.20
1970 3.40 9.60 7.90
1971 8.80 2.30 10.60
1972 4.40 -2.80 7.10
1973 5.00 -1.90 7.70
1974 8.50 8.70 7.20
1975 3.10 9.10 7.30
1976 50 16.20 7.70
1977 8.0 11.30 8.20
1978 5.60 10.70 7.80
1979 7.30 6.50 6.80
1980 3.50 -4.60 4.90
1981 1.70 -8.40 4.70
1982 1.20 -5.20 4.00
1983 -1.60 -11.10 3.70
1984 1.60 -5.40 1.40
1985 0.30 -6.50 2.30
1986 3.70 0.0 2.50
1987 -1.60 0.40 2.20
1988 -1.30 -14.80 2.90
1989 1.90 8.60 2.20
1990 -8.40 -20.10 2.00
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Primer 2.1 Na osnovu vremenskih serija SR Jugoslavije: realni druStveni proizvod
(serija S5), realne investicija u osnovne fondove (serija S6) i realna
vrednost osnovnih sredstava privrede druStvenog sektora (serija S7),
izraCunati godiSnje stope rasta navedenih veli¢ina za period 1967-1990.
godine. Dobijene vremenske serije iskoristiti za formiranje grafickog
prikaza oblika taCka-crta.
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Slika 2.6 Stope rasta: (a) drusStvenog proizvoda, (b) investicija i (c) osnovnih sredstava
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U Tabeli 2.1 date su vremenske serije stopa rasta druStvenog proizvoda,
investicija i osnovnih sredstava. Ove tri vremenske serije prikazali smo
na Slici 2.6. Sa slike se vidi da u navedenom periodu sve tri posmatrane
veliCine pokazuju velike oscilacije oko opadajuceg trenda. To nam, s
obzirom da su u pitanju stope rasta, ukazuje na sporiji rast, a pocevsi od
1980. godine 1 opadanje realne vrednosti druStvenog proizvoda i
investicija.
Posmatrajmo par promenljivih: druStveni proizvod i investicije. Za njega
¢emo formirati grafikon tacka-crta. Citaocu se ostavlja da nacrta
grafikone za ostala dva para promenljivih. Na Slici 2.7 dat je zahtevani
graficki prikaz tacka-crta.
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Slika 2.7 Modifikovani dijagram rasturanja (tacka-crta)

Na grafikonu se vidi da izmedu stopa rasta realnog druStvenog proizvoda 1
investicija u osnovna sredstva postoji pozitivha zavisnost u periodu od
1967. do 1990. godine. Kao svojevrsna nestandardna opservacija javlja se
tatka koja pripada 1990. godini, a koja je locirana u donjem levom uglu
na grafikonu. Treba naglasiti da je opservacija potpuno u skladu sa
korelacionom strukturom ovog para vremenskih serija. Posmatrajuci
njihove marginalne rasporede za stopu rasta investicija u 1990. godini
konstatujemo da predstavlja minimalnu vrednost, ali nikako nestandardnu
opservaciju. S druge strane, stopa rasta druStvenog proizvoda u 1990.
godini se jasno izdvaja kao nestandardna opservacija. KoriS¢enjem
sumarnih statistika i grafickih prikaza koji vode raCuna o rasporedu
opservacija iz narednog poglavlja potvrdi¢emo gornje navode. [
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Druga inovacija uradena kod dijagrama rasturanja relevantna je za slucaj tri i viSe
vremenskih serija Ciju medusobnu povezanost Zelimo ispitati. U tom slucaju moZemo
formirati matricu dijagrama rasturanja &iji su elementi pojedinacni dijagrami rasturanja.
Oni su tako rasporedeni da elementi u kolonama imaju na x-osi istu promenljivu, pa
time i istu podelu ¢ime se eliminiSe potreba dodavanja legende uz svaki dijagram. S
druge strane, elementi u redu imaju istu promenljivu na y-osi. Ukratko receno,
odgovarajuci dijagrami rasturanja nalaze se na poljima gde se seku nazivi promenljivih.
Na osnovu matrice dijagrama rasturanja istrazivacu je omoguceno da uoci medusobnu
vezu parova promenljivih, a takode da posmatra poziciju pojedinacne opservacije u
razli¢itim dijagramima rasturanja jednostavno se krecuéi po redovima i kolonama ove
matrice.

Primer 2.2 KoriS¢enjem tri vremenske serije iz Primera 2.1 formirati njihov graficki
prikaz u vidu matrice dijagrama rasturanja.

Drustveni . A . a
proizvod ss s se La %
.= o nﬂ i . ,l‘“ i
g Cw, " Investicije - Lo
E o oo 4 Osnovna
- . @ sredstva
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Slika 2.8 Matrica dijagrama rasturanja

Na osnovu matrice dijagrama rasturanja tri serije konstatujemo da izmedu
stopa rasta druStvenog proizvoda i investicija, kao i drustvenog proizvoda
i osnovnih sredstava postoji pozitivna meduzavisnost, a slabo izraZena
veza izmedu stopa rasta investicija i osnovnih sredstava. Sada se jasnije
sagledava ekstremnost, odnosno nestandardnost opservacije iz 1990.
godine posebno kada je re¢ o stopi rasta druStvenog proizvoda. Ova
opservacija je locirana kod svih pojedinacnih dijagrama rasturanja u donji
levi ugao. [



26 Glava 2 Deskriptivhi metodi analize vremenskih serija

Pored navedenih grafikona u literaturi je predlozeno niz drugih za prikaz
multivarijacionih podataka. Sumarni pregled razliitih grafickih prikaza moZe se naci
kod Kovacic¢a (1994, 1. Glava).

2.3 SUMARNI POKAZATELJI VREMENSKIH SERIJA

Za sumiranje informacije sadrZzane u vremenskoj seriji sluzimo se razli¢itim grafickim
prikazima koji ukazuju na karakteristike rasporeda opservacija. Jedan od osnovnih
grafikona u tom smislu svakako je histogram kojim prikazujemo distribuciju frekvencija.
Na osnovu njega uoavamo koncentraciju opservacija u pojedinim grupnim intervalima
kao i oblik rasporeda frekvencija.

Primer 2.3 Na osnovu podataka iz Primera 2.1 formirati histogram frekvencija za
stope rasta realnih investicija u osnovna sredstva.

i

Frekvencija
[~

-21 -16.8 -126-8.3 -41 0.1 43 86 12.8 17
Stope rasta realnih investicija

Slika 2.9 Histogram frekvencija stope rasta realnih investicija

Interval vrednosti stopa rasta realnih investicija u osnovna sredstva od -21% do 17%
podelili smo na devet jednakih grupnih intervala. Brojevi na apscisi histograma
frekvencija na Slici 2.9 oznafavaju vrednosti granice tih grupnih intervala.

Pored standardnog histograma, koristi se i specifican graficki nacin prezentacije
podataka koji istovremeno zadrZzava informaciju o pojedinacnoj vrednosti opservacije uz
prikazivanje distribucije frekvencija kao Sto se to inace radi na histogramu. Takav grafik
naziva se prikaz u obliku stabljike i lista (engl. stem-and-leaf display).
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Slika 2.10 Prikaz u obliku stabljike i lista

Osnovni izgled tog grafikona dat je na Slici 2.10 za hipoteticne podatke jedne
promenljive’. Stabljika je na ovom prikazu u ulozi grupnog intervala kod distribucije
frekvencija, odnosno histograma frekvencija. Listovi formiraju oblik distribucije

frekvencija kao kod klasi¢nog histograma (rotiranog za 900) zadrzavajuéi informaciju o
individualnom podatku. Primera radi navodimo da na Slici 2.10 prvi red prikazuje
opservaciju ¢ija je vrednost -2.6. Dakle, levo od crte (stabljike) predstavljene su cifre
levo od decimalnog zareza naSeg originalnog podatka, a prva decimala je prikazana kao
cifra desno od crte (list). Sasvim desna kolona brojeva predstavlja frekvenciju, a sasvim
leva kolona treba da predoCi "dubinu" rasporeda. Naime, brojevi iz te kolone ukazuje
koliko listova lezi ili na toj stabljici ili na stabljici bliZoj najbliZem kraju rasporeda.
Medijana je "najdublja" vrednost medu podacima. Na Slici 2.10, broj (7) oznacava
poziciju do koja se vr§i kumuliranje frekvencija od jednog i drugog kraja rasporeda, tj
poziciju medijane. Broj 14 neposredno ispod njega sugeriSe da ima upravo toliko
opservacija Cija vrednost leZi na toj stabljici ili na stabljici blize desnom kraju
rasporeda.

Primer 2.4 Kori$éenjem vremenskih serija stopa rasta tri ekonomske promenljive iz
Primera 2.1, dati njihov sumarni prikaz u obliku stabljike i lista.

U odnosu na grafik sa Slike 2.10 uoCavamo dve razlike. Prva razlike
javlja se kod prikaza druStvenog proizvoda gde su dve stope rasta (-8.4%
u 1990. godini i 11.3% u 1969. godini) znatno udaljene od preostalih
opservacija. Da se ne bi na grafiku javljao prevelik broj praznih redova
koji razdvajaju ove ekstremne opservacije od prestalog dela njih
izdvajamo posebno. Druga razlika se tiCe grafika stopa rasta investicija.

* Ukoliko raspolazemo parom vremenskih serija, a Zelimo porediti njihove distribucije frekvencija
moguce je koristiti jednu of dve varijante ovog prikaza: (a) jedno pored drugog (engl. side-by-side) i(b)
jedno uz drugo (engl. back-to-back)
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Kod ove serije prikazane su samo vrednosti levo od decimalnog zareza.
Broj u prvom redu oznaCava stopu rasta od -20%. No, znacajnija je
razlika koju smo pomenuli, a javlja se u zavisnosti od strukture podataka
(slucaj investicija). Kod ove serije granu treba razdeliti na dva reda inace
bi imali suviSe malo grana. Stoga ¢éemo stope rasta od 10% do 14%
prikazati u jednom redu (oznaCavajuéi ga sa zvezdicom (*) iza oznake
grane), a stope od 15% do 19% u drugom redu (oznaCavajuéi ga sa
kruziéem (o) iza oznake grane). Tako na primer na grafiku investicija
imamo dva poslednja reda koja pocinju sa jedinicom. U pretposlednjem
redu iza jedinice stoji zvezdica, a listovi sugeriSu da su prikazane dve
stope rasta: 10% (taCnije 10.7% u 1978. godini) i 11% (tacnije 11.3% u
1977. godini). U poslednjem redu iza jedinice stoji kruzi¢, a list sugeriSe
da je prikazana stopa rasta od 16% (tacnije 16.2% u 1976. godini).
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Slika 2.11 Grafikon u obliku stabljike i lista (tri serije)

Sa grafika uoCavamo da raspored prve dve serije pokazuje tendenciju ka
asimetricnosti: pozitivno asimetrican (asimetrija "udesno") je raspored
serije druStvenog proizvoda, a negativno asimetrian (asimetrija "ulevo")
je raspored serije investicija. Sto se ti¢e rasporeda serije osnovnih
sredstava uocavamo da postoje dva modusa. Sa grafika vremenske serije
(Slika 2.6(c)) zapaZza se da je vrednost osnovnih sredstava rasla po
godiSnjim stopama od oko 7.5% sve do sredine sedamdesetih godina.
Nakon toga beleZe se skromnije stope rasta od oko 2.4%. Otuda dva
modusa na grafickom prikazu u obliku stabljike i lista sugeriSu postojanje
dva medusobno razlicita perioda u kretanju vrednosti osnovnih sredstava,
period brzog rasta do sredine sedamdesetih i period sporog rasta od
sredine sedamdesetih godina.
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Napomena: U zavisnosti od strukture podataka moZe se javiti potreba da
se svaka grana razdeli ne na dva nego na pet redova. Tada iza oznake za
granu u prvom redu stoji (¥), a u taj red unose se opservacije Cija je
druga cifra 0 i 1, u drugi red unose se opservacije sa drugom cifrom 2 i
3 (oznaka grane je T), u treéi red unose se opservacije sa drugom cifrom
4 1 5 (oznaka grane je F), u Cetvrti red unose se opservacije sa drugom
cifrom 6 i 7 (oznaka grane je S) i naposletku u peti red unose se
opservacije sa drugom cifrom 8 i 9 (oznaka grane je o). [

Pored grafickog prikaza distribucije frekvencija koristimo i sumarne pokazatelje
oblika rasporeda: koeficijente asimetrije i spljoStenosti. Oba ova koeficijenta racunamo
na osnovu prethodno izraCunate vrednosti sredine i varijanse posmatrane promenljive.
Zbog velikog uticaja nestandardnih opservacija na vrednost sredine 1 varijanse
promenljive koristi se druga robustnija mera centralne tendencije kao Sto je na primer
medijana, a za meru disperzije koristi se interkvartilna razmak®. Ovi pokazatelji
predstavljaju osnovu za definisanje narednog grafickog prikaza koji nam omogudéava
donoSenje suda o obliku rasporeda i postojanju nestandardnih opservacija u seriji. U
literaturi se ovaj grafik naziva prikazom u obliku pravougaonika (engl. boxplot ili box-
whisker plot).

Minimum Medijana Maksimum
1. kvartil 3. kvartil
; - Sredina
vV VvV %
v v
I X i
l L L L L L L L l
i 1 L] L] L] 1 1 1 ‘
Merna skala za podatke

Slika 2.12 Graficki prikaz u obliku pravougaonika

Postoje brojne varijante ovog grafika!, a mi smo se u izlaganju priklonili osnovnoj
verziji prikaza u obliku pravougaonika koji je dat na Slici 2.12. Pravougaonikom je
obuhvaceno 50% opservacija koje su locirane izmedu prvog i treéeg kvartila, odnosno
obuhvadene su interkvartilnom razlikom. Crta na pravougaoniku oznaCava lokaciju
medijane, a sa X je oznaCena sredina promenljive (opciono). Crte koje izlaze iz
pravougaonika na levo i desno najceSée sezu do ekstremnih vrednosti serije. KaZzemo

? Za definiciju i osobine kao i korii¢enje mera centralne tendencije, disperzije i oblika rasporeda
videti Zizi¢, Lovri¢ i Pavli¢i¢ (1992, ss. 38-61). Isti autori interkvartilni razmak nazivaju interkvartlina
razlika.

* Videti na primer: McGill (Mekdzil), Tukey i Larsen (Larsen) (1978).
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najcesce, jer u slucaju postojanja nestandardnih opservacija ove se posebno oznacavaju,
a crte se produzavaju do tacaka koje su locirane na udaljenosti od jedanipo puta
vrednost interkvartilne razlike, racunajuci od prvog i treceg kvartila.

Primer 2.5 Kori$éenjem vremenskih serija tri ekonomske promenljive iz Primera 2.1
dati njihov sumarni prikaz u obliku pravougaonika.
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Slika 2.13 Grafikon u obliku pravougaonika (tri serije)

Sa Slike 2.13 vidimo da su medijane tri serije medusobom razliCite. Pri
tome su kod drustvenog proizvoda i investicija one blize medusobom, no
Sto je to slucaj sa ma kojom od njih dve u odnosu na medijanu osnovnih
sredstava. Interkvartilni razmak (duzina pravougaonika) je najmanja kod
druStvenog proizvoda, zatim kod osnovnih sredstava, a najveci stepen
varijabiliteta je kod serije investicija. Lokacija medijane kod osnovnih
sredstava sugeriSe asimetri¢nost ove serije (u Primeru 2.4 ukazano je na
bimodalnost distribucije frekvencija ove serije). Kod serije druStvenog
proizvoda javljaju se dve nestandardne opservacije oznacene kao posebne
tacke u odnosu na crte koje izlaze iz tela pravougaonika. Na konkretne
vrednosti kao i godine u kojima su registrovane ove nestandardne
opservacije ukazali smo u Primeru 2.4. [

Postoji moguénost kombinovanja grafickog prikaza u obliku pravougaonika i
modifikovanog dijagrama rasturanja tacka-crta. Naime, marginalni rasporedi kod ovog
dijagrama rasturanja zamenjuju se pravougaonicima koji su informativniji u odnosu na
prvobitni sadrzaj grafika tacka-crta, tacnije njegov marginalni raspored.

Pored navedenih sumarnih prikaza u grafickom obliku koji nam pomaZzu u
prosudivanju o rasporedu vremenske serije u iste svrhe moZe nam posluZiti i y° —test

za testiranje da li raspored frekvencija vremenske serije odgovara pretpostavljenom
teorijskom rasporedu. Takode se u iste svrhe moZe koristiti grafi¢ki pristup poznat pod
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imenom Q-Q graf (engl. Quantile-Quantile plot) koji su predlozili Wilk (Vilk) i
Gnanadesikan (Ganadesikan) (1968) ili korenogram (engl. rootogram) Tukeya (1972),
kod koga se vrednost frekvencije kod histograma frekvencija zamenjuje njihovim
kvadratnim korenom. Ova transformacija frekvencija je predloZena jer je uoleno da
varijabilitet frekvencija nije konstantan nego proporcionalan samim frekvencijama.

2.4 TRANSFORMACIJA VREMENSKIH SERIJA

Naredna faza u istrazivackoj analizi vremenskih serija jeste njihova transformacija.
Na osnovu rezultata prethodnih faza analize moZemo zakljuciti o osnovnim
karakteristikama vremenske serije. To saznanje zatim koristimo u transformaciji
vremenske serije da bi obezbedili uslove za gradnju modela. Naime, modeli vremenskih
serija kojima se bavimo u ovoj knjizi polaze od pretpostavki da su serije odredenih
osobina. Ukoliko smo na osnovu dosadaSnjih istraZivanja zakljucili da te pretpostavke
kod konkretne vremenske serije nisu ispunjene, pristupamo njenoj transformaciji izlazeci
na taj nacin u susret zahtevima modela.

Transformacija podataka ima dugu tradiciju u statistici, pa isto vaZi i za analizu
vremenskih serija. ObjaSnjenje za Siroku upotrebu transformacije u statistici lezi u
Cinjenici da je lakSi rad sa transformisanom u odnosu na originalnu seriju. Tako smo u
izuCavanju kretanja realnog druStvenog proizvoda koristili graficki prikaz njegovog
nivoa. Medutim, kada smo izvrSili transformaciju vremenske serije, izracunavajuci
godiSnje stope rasta realnog druStvenog proizvoda, dobili smo seriju na osnovu koje
smo lakSe mogli prosudivati o fazama ubrzanja i usporenja privrednog rasta.

Navodimo i drugi primer kada se na osnovu grafickog prikaza vremenske serije
moze zakljuciti o potrebi i tipu transformacije vremenske serije. Na Slici 2.4 prikazano
je kretanje industrijske proizvodnje u Srbiji. Istaknuto je da serija ima sezonski karakter,
uz ocigledno prisutan trend. Ako Zelimo ispitati da li proizvodnja ima i cikli¢ni karakter
tada nam dve spomenute karakteristike vremenske serije otezavaju sagledavanje
cikli¢nog kretanja u njoj. Primenom transformacije koja eliminiSe sezonsku i trend
komponentu u vremenskoj seriji dobi¢emo transformisanu seriju na osnovu koje ¢éemo
lakSe utvrditi postojanje poslovnih ciklusa u proizvodnji.

Kroz izloZzene primere naveli smo neke od razloga za transformaciju vremenske
serije. U opStem slucaju imamo dva razloga zbog kojih pristupamo transformaciji
vremenskih serija:

1. Da bismo dobili podatke koji su simetricni i po mogucnosti normalno
rasporedeni. Cesto se pri modeliranju vremenske serije i njenom prognoziranju
polazi od pretpostavke da su podaci saglasni sa normalnom raspodelom ili da su
simetricno rasporedeni. Medutim, za tipicne ekonomske vremenske serije
raspodela opservacija bi¢e obi¢no asimetri¢an "udesno".

2.  Da bismo stabilizovali nivo i varijjansu. Vremensku seriju industrijske
proizvodnje (mesecni i kvartalni podaci) karakteriSe porast nivoa i varijanse
tokom vremena. Ova druga pojava svojstvena je multiplikativnim sezonskim
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vremenskim serijama. Transformacijom takve vremenske serije sezonske efekte
¢inimo aditivnim, a nivo konstantnim.

U cilju transformacije vremenskih serija koristi se tzv. Box-Coxova transformacija
(Box i Cox (Koks) (1964)). Za vremensku seriju X, i koeficijent transformacije A

(lambda) transformisana serija th je:

X} -1)
XD = A#0( @.1)
logX, A4=0

Pri transformaciji konkretne vremenske serije postavlja se pitanje izbora vrednosti .
Moguce je koristiti jedan od sledeca dva pristupa. Prema prvom, ceSce koriS¢enom
pristupu, koeficijent  se ocenjuje koriS¢enjem metode najvece verodostojnosti, ili
ekvivalentno, minimiziranjem sume kvadrata reziduala za transformisanu seriju:

n 2
S(A)=2 (X7 =u?) (2.2)
t=1

gde je ,u(’l) sredina transformisane serije. Ocena najvece verodostojnosti koeficijenta A,

dobija se iterativnom metodom koriS¢enjem kompjuterskog statistickog programa. Neke
od najéesce koriséenih vrednosti A i odgovarajuce transformacije date su u Tabeli 2.2.

Drugi pristup baziran je na neparametarskim pokazateljima kao S$to su medijana,
kvartili i percentili, a takode na Q-Q grafu, na osnovu kojih proveravamo simetri¢nost
rasporeda. Kako je ovaj pristup izboru koeficijenta A retko u upotrebi, to
zainteresovanog Citaoca upucujemo da o nacinu njegove primene procita kod Millsa
(1990, ss. 40-48).

Tabela 2.2 Box-Coxova transformacija

Vrednost lambda Transformacija
-10 recipro¢na vrednost od X,
-0.5 recipro¢na vrednost korena od X,
0.0 logaritam od X,
0.5 kvadratni koren od X,
1.0 X, (bez transformacije)

U klasi Box-Coxove transformacije za ekonomske vremenske serije najceSée je u
upotrebi logaritamska transformacija (vrednost koeficijenta A =0). Pored toga §to se
ovom transformacijom postiZe simetri¢nost rasporeda opservacija vremenske serije njome
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se stabilizuje i varijansa serije kao Sto se moze videti na Slici 2.14(a) na primeru serije
indeksa industrijske proizvodnje u Srbiji (uporediti ovu sliku sa Slikom 2.4).

Pri koriS¢enju Box-Coxove transformacije treba imati u vidu sledece:

1.  Gornja transformacija definisana je samo za pozitivne serije. To ne
predstavlja ograni¢enje u njenoj primeni, s obzirom da pozitivhost moZemo
posti¢i dodavanjem konstante svim opservacijama. Kao §to ¢emo u 4. Glavi
videti, korelaciona struktura vremenske serije ne menja se dodavanjem iste
konstante svim opservacijama.

2. Transformaciju u cilju stabilizovanja varijanse treba sprovesti pre ma koje
druge transformacije, kao §to je na primer diferenciranje koje se primenjuje
u cilju stabilizovanja nivoa serije.

3.  Pri koris¢enju transformacije javlja se problem jer se prognoza
transformisane serije mora transformisati nazad da bi bila porediva sa
originalnom serijom. Pri tome se suoCavamo sa pristrasnoS¢u dobijenih
prognoza.

U pogledu opravdanosti koriS¢enja transformisane vremenske serije ne postoji
jedinstveno miSljenje. Nalazi autora kao S§to su Nelson (Nelson) i Granger (1979)
sugeriSu da su marginalna poboljSanja postignuta u prognoziranju vremenskih serija kada
je koriSéena Box-Coxova transformacija. U literaturi se cesto nekritiCki Koristi
transformacija tipa Box-Coxa kao obavezna u pripremnoj fazi pri modeliranju
vremenske serije. U tom pogledu delimo miSljenje Chatfielda (1989, s. 12) da
transformaciju treba izbeéi kad god je to mogucde, osim kada transformisani podaci
imaju direktnu interpretaciju. Ako nas na primer interesuju procentualna povecanja
serije, tada njena logaritamska transformacija ima smisla.

Do sada smo se bavili transformacijom u cilju postizanja simetri¢nosti i normalnosti
rasporeda opservacija vremenske serije. Videli smo da u nekom slucaju Box-Coxova
transformacija stabilizuje i varijansu serije. Za razliku od drugih statistickih podataka
vremensku seriju karakteriSe i vremenski poredak opservacija S$to otvara problem
vremenske zavisnosti momenata rasporeda. Jednostavno receno, nivo i varijansa
vremenske serije menjaju se tokom vremena. Mada je transformacijom postignuta
stabilnost varijanse vremenske serije, zbog osobine Box-Coxove transformacije da cuva
poredak opservacija, njome se ne moZe stabilizovati u vremenu promenljiv nivo serije.

Takve vremenske serije sa trendom, ili kako smo ih nazvali - nestacionarne serije,
karakteriSe porast nivoa tokom vremena i relativno glatko kretanje. Primer takve serije
je realni druStveni proizvod Ciji je grafik dat na Slici 2.1. Da bismo ispitali periode
usporenja ili ubrzanja privredne aktivnosti na osnovu te serije nuzno je eliminisati trend
iz nje. Kako ¢emo se ve¢ u narednom poglavlju i u 5. Glavi detaljnije baviti
problemom detekcije prisustva i tipa trenda kao i njegovog izdvajanja iz vremenske
serije, ovde ukazujemo na jedan, u analizi vremenskih serija veoma Cesto kori$éen, tip
transformacije kojim se eliminiSe trend. Radi se o postupku diferenciranja, tj. ratunanja
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razlike uzastopnih C¢lanova vremenske serije: AX, =X, —X ;. U analizi ekonomskih

vremenskih serija veoma je popularna kombinacija specijalnog tipa Box-Coxove
transformacije 1 diferenciranja. Naime, ukoliko na logaritamski transformisanu seriju
primenimo postupak diferenciranja, odnosno operator diferenciranja:

X X X, — X
Alog(X,)=log(X,)—log(X,,)=1lo S PO S A A
g(X,) = log(X,) —log(X,,) g(xtJ X X

(2.3)

dobicemo da prva diferenca logaritma vremenske serije predstavlja priblizno stopu rasta
posmatrane pojave (pod uslovom da je koli¢nik X, /X, , relativno mali). Upravo ovu
kombinaciju dva tipa transformacije primenili smo u Primeru 2.1 na tri vremenske
serije. U opStem slu€aju, ukoliko je u vremenskoj seriji prisutan polinomijalni trend reda
d, on se eliminide primenom operatora diferenciranja d puta, tj. A’ =(1-B)" (videti
Odeljak 1.3).

(@ ®)

© (d)

Slika 2.14 Tipovi transformacije serije indeksa industrijske proizvodnje u Srbiji: (a)
logaritamska, (b) prva diferenca logaritama, (c) sezonska diferenca logaritama i (d) prva i sezonska
diferenca logaritama

Vremenske serije kod kojih je sezonski efekat posebno izraZen, transformiSemo
takode koriS¢enjem operatora diferenciranja, ali sezonskog tipa: A X, = X, — X, . Njime
otklanjamo efekat sezone. U sluCaju serije indeksa industrijske proizvodnje u Srbiji
(Slika 2.4) kod koje imamo izraZzen trend i sezonu sa promenljivim varijansom,
koristicemo slede¢u kombinaciju tipova transformacije:
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1. logaritamsku, za stabilizovanje varijanse,
2. prvu diferencu, za eliminisanje trenda i

3. sezonsku diferencu, za eliminisanje sezone (S=12).

Prema tome, dalju analizu serije indeksa industrijske proizvodnje obavljamo na
osnovu transformisane serije:

AA,, log X, = (1-B)(1-B")log X, (2.4)

Obratiti paznju na izgled transformisane serije kada se primeni samo prva diferenca
(Slika 2.14(b)) ili samo sezonska diferenca (Slika 2.14(c)). U prvom slucaju u seriji
ostaje uticaj sezone, a u drugom slucaju prisustvo trenda je ocigledno. Stoga se serija
mora diferencirati koriS¢enjem kako prvog tako i sezonskog operatora diferenciranja
(Slika 2.14(d)).

Do sada smo razmatrali transformaciju jedne vremenske serije. O transformaciji viSe
vremenskih serija, odnosno o neparametarskom pristupu transformaciji medusobne veze
vremenskih serija procitati kod Millsa (1990, ss. 50-54).

2.5 IZRAVNANJE VREMENSKE SERIJE

U deskriptivnoj ili istraZivackoj fazi analize vremenske serije Cesto nas interesuje
osnovni tok vremenske serije. Pod osnovnim tokom serije podrazumevamo njenu
dugoro¢nu tendenciju, tj. imamo u vidu njeno karakteristicno ponaSanje ("glatko"
kretanje serije). Prema terminologiji koju koristi Tukey (1977) kaZzemo da se vremenska
serija moZe predstaviti na sledeéi nacin’:

opservacija vremenske glatki deo opservacije hrapavi deo opservacije
serije = vremenske serije  + vremenske serije

Dugu tradiciju u analizi vremenskih serija ima pristup prema kome do glatkog
kretanja serije dolazimo prilagodavanjem linije trenda svim opservacijama serije. Na
raspolaganju su nam polinomijalni trendovi (linearni, kvadratni, itd.) ili se koristi S
kriva (Gomperzova (Gomperc) ili logisticka kriva). U svakom od navedenih slucajeva
prilagodena linija trenda predstavlja ocenu glatkog kretanja serije, a razlike izmedu
opservacija vremenske serije i ocenjenog trenda su reziduali. Oni predstavljaju ocenu
lokalnih fluktuacija vremenske serije.

Narednu grupu metoda predstavljaju postupci izravnanja vremenske serije zasnovani
na tzv. pokretnim prosecima. Ove postupke mozemo podeliti u dve grupe. Prvu grupu
metoda izravnanja sacinjavaju oni postupci koji proseke racunaju na osnovu aritmeticke

° Nazivi komponenti opservacije na engleskom jeziku su: smooth (glatki deo) i rough (hrapav deo).
Standardniji naziv u statistici za "hrapavi deo" opservacije jeste rezidual.
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sredine, a drugu oni koji za proseke koriste medijanu. Prednost ove druge grupe
neparametarskih metoda ispoljava se u situacijama kada u vremenskoj seriji imamo
prisutne nestandardne opservacije. Zbog neosetljivosti medijane na prisustvo takvih
opservacija dobijaju se bolji rezultati koriS¢enjem metoda izravnanja zasnovanih na
medijani, od onih zasnovanih na aritmetickoj sredini. Zajedni¢ko za obe grupe je to da
nisu bazirani na bilo kakvom statistictkom modelu, S§to znali da nema potrebe ni za
ocenom nepoznatih koeficijenata.

Razmotrimo definiciju, nain primene i osobine prve grupe metoda izravnanja. Za

datu vremensku seriju X, X,,..., X, raunamo izravnatu seriju prema izrazu:

q
D> aX,;, t=p+Lp+2,..,n—q (2.5)

i=—a
gde je {aj} skup pondera koji zadovoljavaju uslov

Zq: a, =1. 2.6)

i=—a

MoZe se pokazati da izravnata serija na osnovu izraza (2.5) ima pribliZzno istu
sredinu kao i originalna serija, ali da ima manju varijansu. U zavisnosti od konkretne
definicije skupa pondera razlikujemo posebne slucajeve izravnanja:

1. Podskup pondera za slu¢aj m=p=q i &; =a_; generiSe tzv. simetriCne pokretne

proseke. Posmatrajmo slucaj kada je m=1. Tada u izrazu (2.5) figuriSu tri
opservacije vremenske serije (broj tri predstavlja korak pokretnog proseka):
X X, X a ponderi su a,,a,,a, pri ¢emu je a,=a,. OCigledno je da za
t=11 t=n na osnovu (2.5) ne moZemo izraCunati vrednost izravnate serije, jer
tada u izraziu figuriSu opservacije X, i X sa kojima ne raspolazemo. U

t+1 2

n+1
opStem sluCaju pri koriSéenju simetri¢nih pokretnih proseka, uz korak pokretnog
proseka od 2m+1 opservacije, na pocetku i kraju serije nedostajae nam m
opservacija. Ovo skraivanje izravnate serije predstavlja jedan od osnovnih
nedostataka simetri¢nih pokretnih proseka i razlog za definisanje i koriS¢enje
asimetri¢nih pokretnih proseka.

2. Ako su svi ponderi kod simetricnih pokretnih proseka medusobom jednaki, tada
imamo posla sa jednostavnim pokretnim prosecima. Oni zbog svoje jednostavnosti
imaju najéeSée koriséeni skup pondera. U naSem primeru (m=1) vrednost
pondera je a,=a,=a, =1/3, pa je prva opservacija izravnate vremenske serije

raspoloziva za t=2 1 predstavlja aritmetiCku sredinu prve tri opservacije
vremenske serije. U opStem slucaju vrednost pondera kod jednostavnih pokretnih
proseka je jednaka 1/(2m+1).
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3. Uzastopnom primenom jednostavnih pokretnih proseka generiSe se Siroka klasa
pokretnih proseka. Razlog ove uzastopne primene jednostavnih pokretnih proseka
lezi u nameri da se vremenska serija Sto bolje izravna. Pojedini ¢lanovi dobijene
klase pokretnih proseka stekli su veliku popularnost (na primer Spencerovi
(Spenser) i Hendersonovi (Henderson) pokretni proseci). Zato ¢emo njima u
narednim redovima posvetiti viSe paznje.

4. ReCeno je da se u sluaju koriScenja simetricnih filtera pri izravnanju javlja
problem, $to na krajevima serije dolazi do njenog "skradenja'. On se mozZe
prevazici koriS¢enjem asimetricnih filtera ili projekcijom "od oka" izravnate serije
na njenim krajevima. Jedna od veoma popularnih metoda koja koristi asimetri¢ni
filter je eksponencijalno izravnanje kod koga su ponderi a, (l-a)', gde je

konstanta o takva da je O<a <1, a ponderi opadaju po geometrijskoj progresiji
sa porastom ] . Ovu klasu metoda izravnanja razmatramo u narednoj glavi.

Na osnovu uzastopnih primena jednostavnog pokretnog proseka generiSu se razliCiti
skupovi simetri¢nih pondera®. Ovde navodimo samo tri. Prvi skup &ine tzv. Spencerovi
15-0 ¢lani pokretni proseci (m=7) ¢iji su simetri¢ni ponderi

1

[-3,-6,-5,3,21,46,67,74,...]. 2.7)
320

Moze se pokazati da je ovaj skup pondera dobijen uzastopnom primenom pokretnih
proseka Cije pondere navodimo u izrazu (2.8).

(Elii)(EEEEMEEEEEN_ELE_EJ 2.8)
4'4°4°4)\4°4°4°4)\5'5'5'5'5)' 4’4774 4) '

Prvo se na originalnu seriju primenjuje CetvoroClani pokretni proseci Ciji su ponderi
jednaki 1/4 (ponderi iz prve zagrade u izrazu (2.8)), zatim se na dobijenu izravnatu
seriju ponovo primenjuje isti Cetvoro€lani pokretni proseci Ciji su ponderi jednaki 1/4
(ponderi iz druge zagrade u izrazu (2.8)). Dobijena serija se ponovo podvrgava
izravnanju, pri ¢emu se koriste petoclani pokretni proseci Ciji su ponderi 1/5 (ponderi iz
tree zagrade u izrazu (2.8)). Poslednja izravnata serija se naposletku izravnava
koriS¢enjem petoclanih pokretnih proseka ¢iji su ponderi dati u Cetvrtoj zagradi u izrazu
(2.8). Drugi skup pondera odnosi se na 2/-0 c¢lane Spencerove pokretne proseke
(m=10) ¢iji su simetri¢ni ponderi:

1

[—1, -3,-5,-5,-2,6,18,33,47,57,60, ] . (29)
350

% Detalje o postupku uzastopne primene jednostavnog pokretnog proseka, kao i uopste o metodu
pokretnih proseka videti kod Kendalla (Kendal), Stuarta (Stjuart) i Orda (Ord) (1983, 46. Glava).
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Pored brojnih drugih rasporeda pondera spomenimo jo§ samo Hendersonove pokretne
proseke zato Sto se koriste u okviru zvaninog statistickog postupka desezoniranja
vremenskih serija’. Navodimo kao primer Hendersonove 9-o ¢lane pokretne proseke
(m=4), odnosno odgovarajuce pondere:

[—0.041, —-0.010, 0.119, 0.267, 0.330,...]. (2.10)

Ovi ponderi teZze da slede kubni polinomijalni trend, a izbor veli¢ine m zavisi od
stepena iregularnosti serije. Osnovna ideja je da se prilagodi kriva ne celoj seriji, nego
njenom delu.

Pokretni proseci se zbog svoje jednostavnosti mogu primeniti bez koriSéenja
savremene racunarske tehnike 1 statistickih programa. Medutim, mi preporucujemo
njihovo koriséenje jer vedina statistickih programa za personalne racunare® sadrZe skoro
sve metode izravnanja koje navodimo u knjizi, a pri radu sa vedim brojem duZih
vremenskih serija moguénost greske pri ru¢nom racunanju se povecava.

Ranije je receno da se primenom metoda pokretnih sredina "skracuje" izravnata
vremenska serija na njenim krajevima za ukupno 2m opservacija. Ukoliko smo koristili
pokretne proseke sa simetricnim ponderima, tada na svakom kraju izravnate serije
"nedostaje" po m opservacija. Ovo "skradivanje" serije na njenom pocetku, tj. levom
kraju ne izaziva posebnu glavobolju, ali je problemati¢no "skradivanje" serije na njenom
desnom kraju. Naime, ukoliko izravnatu seriju koristimo za prognoziranje buduceg toka
serije tada su nam upravo poslednje opservacije od izuzetne vaznosti.

Postupak pokretnih proseka primenjen c¢ak i na serije kod kojih su opservacije
medusobom nezavisne - tzv. potpuno sluCajne serije, generiSe izravnatu seriju Cije su
opservacije medusobno korelisane. Naredna osobina postupka pokretnih proseka u
bliskoj vezi sa navedenom, tie se pojave cikli¢nog kretanja u izravnatoj seriji. Naime,
jo§ je Slutzky (1927) pokazao da se koriS¢enjem postupka uprosecCavanja i diferenciranja
na potpuno slucajnoj seriji moZe indukovati ciklicna varijacija u podacima. To sugeriSe
da se ciklicno kretanje koje je utvrdeno za neke vremenske serije moZe pripisati
postupku izravnanja koji je koriS¢en u postupku analize podataka.

Primer 2.6 Vremensku seriju stope rasta realnog druStvenog proizvoda iz Tabele 2.1
izravnati koriSéenjem jednostavnog pokretnog proseka sa korakom od 5
perioda, Spencerovim 15-0 Clanim pokretnim prosecima, kao i
Hendersonovim 5-o0 Clanim pokretnim prosecima. Prikazati zatim grafike
dobijenih vremenskih serija.

7 Izvodenje Hendersonovog pokretnog proseka dato je kod Kennya (Keni) i Durbina (1982).

® Primer statistickog programa koji sadrZi opcije izravnanja vremenskih serija jeste Statgraphics
(Statgrafik) (Statistical Graphics System) Ciji je proizvoda¢ Statistical Graphics Corporation. U
primerima koji slede koristili smo upravo ovaj program za izravnanje vremenskih serija.



2.5 lIzravnanje vremenskih serija 39

Dobijeni rezultati izravnanja na osnovu primene zahtevanih tipova
pondera dati su u Tabeli 2.3.

U Tabeli 23 u trecoj, petoj 1 Sestoj koloni prikazane su izraCunate
vrednosti izravnate serije stopa rasta druStvenog proizvoda koriSéenjem
jednostavnog, Spencerovog i Hendersonovog pokretnog proseka. Obratiti
paznju da je koriS¢enjem Spencerovog 15-o Clanog pokretnog proseka
serija "skradena" za po sedam opservacija na krajevima. Preostala dva
metoda Kkoriste 5-o Clane proseke, pa su odgovarajuce izravnate serije
krace za po dve opservacije na krajevima.

Ponekad se na dobijene izravnate serije primenjuje postupak ponovne
primene izabrane metode pokretnog proseka na vec izravnatu seriju. Time
se dobija jo§ '"glatkije" kretanje serije. Nazalost, po cenu daljeg
skradivanja serije na krajevima. U cetvrtoj i sedmoj koloni Tabele 2.3
date su drugi put izravnate vrednosti kod jednostavnog i Hendersonovog
pokretnog proseka.

Tabela 2.3 Izravnanje stopa rasta drustvenog proizvoda

Metodi pokretnih proseka
. Originalna 5-0 ¢lani jednostavni . Hendersonovi 5-o ¢lani
Godina e . Spencerovi _
serija izravnata 2 puta o izravnata 2 puta
. . 15-0 clani . .
serija izravnata serija izravnata
1967 1.80 - - - - -
1968 1.80 - - - - -
1969 11.30 5.42 - - 7.07 -
1970 3.40 5.94 - - 7.35 -
1971 8.80 6.58 5.98 - 6.02 6.24
1972 4.40 6.02 5.94 - 5.64 5.59
1973 5.00 5.96 5.94 - 5.71 5.95
1974 8.50 5.20 5.83 5.78 6.44 5.89
1975 3.10 5.92 5.78 5.84 474 5.10
1976 5.00 6.04 5.77 6.05 5.02 5.22
1977 8.00 5.80 5.77 6.15 6.83 6.56
1978 5.60 5.88 5.36 5.88 7.00 7.03
1979 7.30 5.22 4.64 5.08 6.04 6.00
1980 3.50 3.86 3.73 3.84 4.10 4.09
1981 1.70 242 2.68 2.52 191 1.94
1982 1.20 1.28 1.85 1.40 0.33 0.37
1983 -1.60 0.64 1.17 0.81 -0.22 -0.27
1984 1.60 1.04 0.80 - 0.15 0.45
1985 0.30 0.48 0.66 - 1.96 1.67
1986 3.70 0.54 0.30 - 1.67 141
1987 -1.60 0.60 - - -0.35 -
1988 -1.30 -1.14 - - -0.29 -
1989 1.90 - - - - -
1990 -8.40 - - - - -

Na Slici 2.15 prikazani su grafici originalne serije stopa rasta druStvenog
proizvoda i odgovarajucih izravnatih serija. Sa Slike 2.15 uoCavamo da je
kod jednostavnog i Hendersonovog pokretnog proseka ponovna primena
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izravnanja na ve¢ izravnatu seriju dala zaista seriju koja je "glatkija" od
prvobitno izravnate serije.

---Originalna vremenska setija --- Originalna vremenska serija
—-5-0 Elani jednostavni pokretni proseci —15-0 Elani Spencerovi pokretni proseci

— Dva puta izravnata serija

(@) (b)

--- Originalna vremenska serija -- Originalna vremenska serija
—5-0 élani Hendersonovi pokretni proseci r — 5-0 Elani Hendersonovi pokretni proseci (2 puta)

© @

Slika 2.15 Pokretni proseci serije stopa rasta drustvenog proizvoda SR Jugoslavije: (a)
jednostavni 5-o ¢lani primenjeni jedan i dva puta, (b) Spencerovi 15-0 ¢lani, (c) Hendersonovi 5-o ¢lani
primenjeni jedanput i (d) Hendersonovi 5-o ¢lani primenjeni dva puta

Medutim, u sluCaju jednostavnih pokretnih proseka druga primena
pokretnih proseka previSe je izravnala seriju tako da na osnovu nje nismo
u mogucnosti suditi o ciklicnosti proizvodne aktivnosti. Slican je
zakljuCak u sluCaju primene Spencerovih pokretnih proseka uz dodatni
problem da je serija isuviSe skradena, pa je ma kakva analiza u ovom
slucaju prakticno onemogucena. Naposletku dvostrukom primenom
Hendersonovih pokretnih proseka dobijena je izravnata vremenska serija
na osnovu koje smo u mogucnosti ispitati periode ubrzanja i usporenja
privrednog rasta mereno porastom realnog druStvenog proizvoda. |

Drugu grupu metoda izravnanja karakteriSe to da se umesto pokretnih proseka
(aritmetiCke sredine) koriste pokretne medijane. UobiCajeno je da se koriste troClane ili
5-o0 Clane pokretne medijane. U slucaju koriséenja troclanih medijana tekuca opservacija
se zamenjuje medijanom tri opservacije (prosle, tekuce i buduce opservacije). Ova grupa
metoda izravnanja preporucuje se kad god je u analiziranoj vremenskoj seriji prisutna
nestandardna opservacija. Ako u nizu od tri opservacije imamo dve nestandardne, tada
se savetuje primena 5-o Clanih pokretnih medijana jer se troclanim pokretnim
medijanama ne eliminiSe njihov uticaj.
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Primena troclanih pokretnih medijana dovodi do pojave parova opservacija izravnate
serije koje imaju istu vrednost. Takva serija na grafiku ima ravnine (dve susedne
opservacije iste vrednosti) i "izlomljeno" kretanje. Da bi se ona izravnala Koristi se
postupak tzv. deobe (engl. splitting) prema kome se izravnata serija deli na tri dela.
Oznac¢imo sa X, , i X, par opservacija koje uzimaju istu vrednost. Tada e prvi deo

podeljene serije biti upravo ovaj par opservacija, drugi ¢e biti deo serije levo od ovog
para, a pripadaju mu opservacije ..., X, ,, X, 5, X, ,. Naposletku treem delu pripadaju

opservacije desno od ovog para opservacija, odnosno radi se o opservacijama
X Xy X

t411 MN420 . Sada ¢emo vrednost X, , iz para (Xt_l, Xt) zameniti vrednoScéu

430

Z,, =medijana{X_,, X, ;,3X,_, —2X_,}, (2.11)

a X, sa

Z, =medijana {3X,, —2X.,, X, X1} - (2.12)

t+2?

Na ovaj nacin dobili smo seriju koja ima "glatkiji" tok u odnosu na izravnatu seriju
dobijenu primenom tro¢lanih medijana. Ovako dobijena serija ili prethodno izravnata
serija moZe biti podvrgnute postupku ponovnog izravnanja (engl. resmoothing) u cilju
dobijanja "glatkije" serije od prvobitne. Postupak ponovnog izravnanja moZe se
primenjivati sve dok izravnata serija ne pokaZe da njeno dalje izravnavanje ne dovodi
do izmena. Naposletku, izravnata serije se podvrgava tzv. hanning postupku’ prema
kome se svaka opservacija finalne izravnate serije zamenjuje ponderisanim pokretnim
prosekom nje same i dve opservacije iz njenog susedstva, prema izrazu:

1 1 1
Zt ZZX,(_]_-FEX,(-FZXH]_. (2.13)

Ovaj ponderisani pokretni prosek primenjuje se tek kada se pokretnim medijanama
eliminisao uticaj nestandardnih opservacija.

Za razliku od metoda izravnanja zasnovane na pokretnim prosecima, kod primene
izravnanja na bazi pokretnih medijana definisan je postupak'® za odredivanje vrednosti
izravnate serije na krajevima. Na taj naCin je izbegnuto "skradivanje" izravnate serije.
Ovaj postupak se primenjuje u finalnoj fazi izravnanja, a do tada se jednostavno koristi
prva i poslednja opservacija originalne vremenske serije na krajevima izravnate serije,
ako je na primer kori§¢ena troclana pokretna medijana.

U literaturi je uobiCajena sledeca oznaka postupaka izravnanja iz ove grupe kao na
primer: 3RSSH. U ovoj oznaci trojka se odnosi na koriS¢enje troclanih pokretnih
medijana, R oznaCava da se koristio postupak ponovnog izravnanja, S znaci da je zatim

° Ovaj postupak je dobio ime prema austrijskom meteorologu XIX veka Julius von Hannu (DZulius
fon Han) koji je u analizi metoroloskih vremenskih serija koristio postupke koji pripadaju ovim
metodama izravnanja.

' Videti kod Vellemana (Velmen) i Haoglina (Haolin) (1981).
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koriSéen postupak deobe u cilju eliminisanja ravnina u vremenskoj seriji i to dva puta
(drugo S), a naposletku je izravnata serija podvrgnuta dodatnom izravnanju koriS¢enjem
hanning postupka (slovo H u oznaci postupka).

Primer 2.7 Vremensku seriju stope rasta realnog druStvenog proizvoda iz Tabele 2.1

izravnati koriS¢enjem postupka u cijoj osnovi su pokretne medijane.
Prema uobicajenoj oznaci u ovoj klasi metoda izravnanja primeniti
sledecih pet postupaka: 3RSS, 3RSSH, 5RSS, SRSSH i 3RSR. Prikazati
zatim grafike izravnatih vremenskih serija.

Treca kolona u Tabeli 2.4 sadrzi troclane pokretne medijane serije, a u
narednoj, Cetvrtoj koloni smeSteni su izravnati podaci nakon primene
postupka deobe na opservacije iz trece kolone. Brojevi iz ostalih kolona
Tabele 2.4 dobijeni su koriS¢enjem odgovaraju¢ih opcija statistickog
programa Statgraphics.

Tabela 2.4 Izravnate vrednosti stopa rasta drusStvenog proizvoda (pokretne medijane)

Godina | Originalna serija 3R S 3RSS |3RSSH | 5RSS |SRSSH| 3RSR
1967 1.80 1.80 1.80 1.80 1.80 1.80 1.80 1.80
1968 1.80 1.80 1.80 1.80 2.20 1.80 2.20 1.80
1969 11.30 3.40 340 3.40 3.25 340 3.25 3.40
1970 3.40 8.80 8.80 440 4.30 440 4.30 440
1971 8.80 4.40 440 5.0 4.85 5.0 4.85 5.0
1972 4.40 5.0 4.40 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0
1973 5.0 50 50 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0
1974 8.50 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0
1975 3.10 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.15 5.0
1976 5.0 5.0 50 5.0 5.15 5.60 545 5.0
1977 8.0 5.60 5.60 5.60 545 5.60 5.60 5.60
1978 5.60 7.30 7.30 5.60 5.60 5.60 5.60 5.60
1979 7.30 5.60 5.60 5.60 5.07 5.60 5.07 5.60
1980 3.50 3.50 3.50 3.50 3.58 3.50 3.58 3.50
1981 1.70 1.70 1.70 1.70 2.03 1.70 2.13 1.70
1982 1.20 1.20 1.20 1.20 1.33 1.60 1.53 1.20
1983 -1.60 0.30 0.30 1.20 1.20 1.20 1.30 1.20
1984 1.60 0.30 1.60 1.20 0.98 1.20 0.98 1.20
1985 0.30 1.60 1.60 0.30 0.53 0.30 0.53 0.30
1986 3.70 0.30 0.30 0.30 -0.10 0.30 0.30 0.30
1987 -1.60 -1.30 -1.30 -1.30 -0.90 0.30 -0.10 -1.30
1988 -1.30 -1.30 -1.30 -1.30 -1.30 -1.30 -0.90 -1.30
1989 1.90 -1.30 -1.30 -1.30 -2.60 -1.30 -1.30 -1.30
1990 -8.40 -1.30 -1.30 -6.50 -6.50 -1.30 -1.30 -6.50

Dobijeni rezultati na osnovu primene pokretnih medijana i odgovarajucih
postupaka izravnanja dati su u Tabeli 2.4. Kako je iz Tabele 2.4 vidljivo
da primenjeni postupci 3RSS i 3RSR daju identine izravnate serije to
smo na Slici 2.16 prikazali samo grafike originalne i izravnate serije
dobijene primenom postupaka 3RSS i 3RSSH. Citaocu se ostavlja da
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graficki prikaze izravnate serije dobijene primenom postupka SRSS i
SRSSH.

--- Originalna vremenska serija
— 3RSSH

--- Originalna vremenska serija
—3RSS

@ (b)

Slika 2.16 Pokretne medijane i postupci izravnanja serije stopa rasta
drustvenog proizvoda SR Jugoslavije: (a) 3RSS i (b) 3RSSH

Sa grafika izravnate serije dobijene primenom postupka 3RSS uocavamo
da je njeno kretanje "izlomljeno" sa brojnim ravninama. Zato bi dodatno
izravnanje moglo biti postignuto primenom hanning postupka. Zaista je
serija sa Slike 2.16(b) (postupak 3RSSH) "glatkija" u odnosu na izravnatu
seriju 3RSS, a pogotovo u odnosu na originalnu seriju. [

Do sada smo se u ovom poglavlju bavili metodama izravnanja nesezonskih
vremenskih serija. Sezonske vremenske serije u istraZzivackoj fazi analize vremenskih
serija moZemo dvojako tretirati u zavisnosti od toga da li Zelimo meriti uticaj sezone
i/ili otkloniti efekte sezone da bismo proucili dugorocno kretanje posmatrane pojave.
Ako smo sebi postavili oba navedena cilja, tada je iz elementarne analize vremenskih
serija poznato da se sezonski indeksi mogu koristiti u svrhe iskazivanja efekta sezone u
pojedinim periodima, a da takode mogu posluZiti za eliminisanje njenog uticaja''. Ako
nam je cilj da analiziramo dugoro¢no kretanje serije, tada nam na raspolaganju stoje i
drugi metodi analize, a to su postupci izravnanja. Sada ¢emo ukratko ukazati na
postupak njihove primene kod sezonskih vremenskih serija.

Bez obzira da li serija pored sezonskog karaktera ima i izrazen trend moZemo
koristiti pokretne proseke za njihovo izravnanje. Tako kod mesecnih vremenskih serija
eliminiSemo uticaj sezone koriS¢enjem sledeceg izravnanja:

1(1 1
Z = E(E Xig+tXis+ X 4+ +Xis +E XHGJ . (2.14)

U slucaju da analiziramo kvartalnu vremensku seriju, efekat sezone se moZe
eliminisati koriS¢enjem sledeeg izravnanja:

"' O izratunavanju sezonskih indeksa kao i njihovom koriéenju u postupku desezoniranja vremenske
serije videti: 7i7i¢, Lovrié i Pavligi¢ (1992, 424-437).
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1/1 1
Z, =Z(E Xt_z+Xt_1+Xt+Xt+1+EXt+2). (2.15)

Da se ne bi stekao pogreSan utisak da postupkom izravnanja sezonske vremenske
serije dobijamo samo njenu dugoro¢nu komponentu, napominjemo da se izravnata serija
moze Kkoristiti i za ocenu efekata sezone. U zavisnosti od toga da li je u pitanju
vremenska serija sa multiplikativnom ili aditivnom sezonom ocenu efekata uticaja
sezone dobijamo formiranjem koli¢nika originalne i izravnate serije X,/Z, (kod

multiplikativne sezone) ili razlike X, —Z, (kod aditivne sezone).

Zadaci

2.1 Graficki prikazati vremensku seriju godiSnja nezaposlenost u SR Jugoslaviji
(serija S4) u periodu od 1964-1992. godine koriS¢enjem grafika sa vremenom na
apscisi. Koje su osnovne karakteristike ove vremenske serije? Sta se moZe reci o
kretanju nezaposlenosti u navedenom periodu? PokuSati navesti razloge za
povremena usporenja ili ubrzanja u kretanju posmatrane pojave.

2.2 IzraCunati stope rasta serije godiSnja nezaposlenost u SR Jugoslaviji (serija S4) u
periodu od 1964-1992. godine, a zatim koriS¢enjem grafika sa vremenom na
apscisi grafi¢ki ih prikazati. Sta se sada moZe reéi o kretanju nezaposlenostu u
posmatranom periodu?

23 Graficki prikazati kvartalnu vremensku seriju nezaposlenosti u bivSoj Jugoslaviji
(serija S12) u periodu od 1956.I-1991.1 koriS¢enjem grafika sa vremenom na
apscisi. Koje su osnovne karakteristike ove vremenske serije?

24 Na osnovu izraCunatih serija stopa rasta realnog druStvenog proizvoda SR
Jugoslavije (Tabela 2.1) i stopa rasta godiSnje nezaposlenosti u periodu od 1967-
1990. godine iz 2. Zadatka, formirati dijagram rasturanja ove dve serije sa
stopom rasta druStvenog proizvoda na apscisi i stopom rasta nezaposlenosti na
ordinati. Dati i modifikovani dijagram rasturanja tipa tatka-crta. Sta se moZe
zakljuciti o medusobnoj povezanosti ove dve serije?

25 Za izraCunatu vremensku seriju stopa rasta godiSnje nezaposlenosti u SR
Jugoslaviji u periodu od 1964-1992. godine, u okviru 2. Zadatka, formirati a)
klasi¢an histogram frekvencija, b) prikaz u obliku stabljike i lista, ¢) prikaz u
obliku pravougaonika. Da 1i postoji nestandardna opservacija u ovoj seriji? Koji
od grafickih prikaza daje odgovor na prethodno pitanje?

2.6 Uporediti graficke prikaze u obliku pravougaonika za vremenske serije stopa
rasta druStvenog proizvoda 1 stopa rasta godiSnje nezaposlenosti u SR Jugoslaviji
u periodu od 1967-1990. godine. Sta se moZe zaklju¢iti o medusobnom sli¢nosti
ili razlici rasporeda opservacija ove dve serije?

2.7 Na osnovu grafika kvartalne vremenske serije indeksa industrijske proizvodnje u
Srbiji (serija S10) u periodu od 19721 do 1989.V predloZiti i primeniti
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2.8

29

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

odgovaraju¢i  tip  Box-Coxove transformacije. Primeniti ~ Box-Coxovu
transformaciju za sve vrednosti koeficijenta lambda iz Tabele 2.2. Prema
kriterijumu minimalne sume kvadrata reziduala transformisane serije izabrati
odgovarajuci tip transformacije. Da li je koris¢enjem navedenog kriterijuma
potvrden va$ izbor na osnovu grafika serije?

Na osnovu karakteristika kvartalne vremenske serije nezaposlenosti u bivsoj
Jugoslaviji (serija S12) u periodu od 1956.1-1991.1 (videti Zadatak 2.3) predloziti
njenu transformaciju. Primeniti izabrani tip transformacije i konstatovati da li
transformisana serija ima ocekivani izgled. Ako se zahteva primena Box-Coxove
transformacije o Cemu treba voditi rauna pre nego $to se ona primeni na ovu
seriju?

Izvrsiti izravnavanje vremenskih serija stopa rasta investicija i osnovnih sredstava
iz Tabele 2.1 koris¢enjem metode jednostavnog pokretnog proseka. Izravnatu
seriju izraCunati koriSéenjem sledec¢ih koraka izravnanja: a) m=1,b) m=2 i ¢)
m = 3. Na osnovu dobijenih rezultata Sta zakljuCujete o uticaju koraka izravnanja
na ponaSanje izravnate serije kod ovog metoda?

IzvrSiti izravnavanje vremenskih serija stopa rasta investicija i osnovnih sredstava
iz Tabele 2.1 koriS¢enjem Hendersonovog postupka izravnavanja.

Izvrsiti izravnavanje vremenskih serija stopa rasta investicija i osnovnih sredstava
iz Tabele 2.1 koriSéenjem metoda na bazi pokretnih medijana. Izravnatu seriju
izraCunati koriS¢enjem sledecih metoda izravnanja: a) 3RSSH i b) 5RSSH. Na
osnovu dobijenih rezultata Sta zakljuCujete o uticaju koraka izravnanja na
ponaSanje izravnate serije kod ovog metoda?

Izvrsiti eliminisanje efekata sezone koriS¢enjem odgovaraju¢eg metoda izravnanja
za kvartalnu vremensku seriju indeksa industrijske proizvodnje u Srbiji (serija
S10) u periodu od 1972.I do 1989.IV. Da li dobijena izravnata serija dovoljno
"glatka" da bi omogucila analizu dugorocne tendencije u seriji?

Izvrsiti eliminisanje efekata sezone kori§¢enjem odgovarajueg metoda izravnanja
za meseCnu vremensku seriju indeksa industrijske proizvodnje u Srbiji (serija
S14) u periodu od 1972.1 do 1989.12. Da li dobijena izravnata serija dovoljno
"glatka" da bi omogudila analizu dugoro¢ne tendencije u seriji?

Pokazati da izravnata serija kod metoda pokretnih proseka ima priblizno istu
sredinu kao i originalna serija. ObrazloZiti sve pretpostavke koje se uvode u toku
dokaza.

Pokazati da izravnata serija kod metoda pokretnih proseka ima manju varijansu
od originalne serije. Koliko iznosi smanjenje varijanse izravnate serije u odnosu
na originalnu priliko primene: a) jednostavnog pokretnog proseka, b)
Spencerovih 15-0 ¢lanih pondera, c) Hendersonovog 9-o ¢lanih pondera?
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2.16  Objasniti i ilustrovati tvrdnju iz teksta da metod izravnanja primenjen na
potpuno slucajnu seriju uvodi medusobnu korelisanost observacija izravnate
serije.
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Strukturni modeli vremenskih serija su modeli koji se definiSu direktno preko izraza
za svaku komponentu od interesa. Ukoliko vremensku seriju karakteriSe trend
(dugorocno kretanje u seriji) i sezona (periodi¢ne fluktuacije konstantne duzine krace od
godine), tada ¢ée komponente od interesa biti upravo trend i sezona, a sam strukturni
model te vremenske serije bice predstavljen dvema jednaCinama, po jedna za svaku od
komponenti posebno. Na prvi pogled strukturni modeli lice metodoloski na metode
dekompozicije vremenskih serija. Pre nego Sto ukaZemo na osnovne razlike izmedu
strukturnih modela vremenskih serija i metoda dekompozicije, ukratko iznesimo osnovne
ideje metode dekompozicije.

Metodi dekompozicije polaze od pretpostavke da se vremenska serija moZe razloZiti
u Cetiri komponente: trend, ciklus, sezonu 1 sluCajnu greSku. Medusobna veza ovih
komponenti moze biti aditivna (opservacija vremenske serije jednaka je zbiru
komponenti) ili multiplikativna (opservacija vremenske serije jednaka je proizvodu
komponenti). Zadatak nam je da na osnovu raspoloZivih podataka Sto je preciznije
moguce identifikujemo i izdvojimo svaku od komponenti posebno. Uobicajeno je da se
prvo eliminiSe sezonska komponenta, zatim trend, pa naposletku ciklus. Ovakav pristup
kod metoda dekompozicije sasvim je u skladu sa prvobitnom primenom ovih metoda u
svrhu desezoniranja vremenskih serija (videti Poglavlje 8.6). U poslednje vreme metodi
dekompozicije koriste se i u svrhu prognoze. Detaljnije o ovim metodama videti u
standardnim udZbenicima iz osnova statisti’ke analize (na primer: ZiZi¢, Lovri¢ i
Pavlic¢i¢ (1993, 13. Glava)) ili kod Wheelwrighta i Makridakisa (1985, 5. Glava).

Kao S§to se moZe na osnovu reCenog zakljuciti, izdvajanje komponenti u okviru
metoda dekompozicije predstavlja empirijski koncept. To znaci da ne postoji opsti
teorijski statisticki model dekompozicije na osnovu koga ce se vrSiti izdvajanje
komponenti za svaku konkretnu vremensku seriju, kao i vrednovanje izdvojenih
komponenti. Takode, kod metoda dekompozicije svakoj opservaciji dat je isti znacaj bez
obzira na njenu "starost". Tako se na primer pri izdvajanju trenda, kao deterministicke
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funkcije vremena, koriste sve opservacije i daju im se isti ponderi prilikom
prilagodavanja izabrane funkcije podacima.

Za razliku od metoda dekompozicije, strukturni modeli, onako kako se definiSu u
Svojoj savremenoj varijanti, pretpostavljaju da je svaka komponenta (trend, ciklus,
sezona i slu¢ajna greSka) neopaZiv stohasti¢ki proces' i koje u medusobnoj interakciji
daju opaZljivu vremensku seriju. Kod ovih modela, pri formiranju izraza za svaku
komponentu, "sveZziji" podaci imaju veéi ponder od ‘"starijih" opservacija. Dakle,
prepoznatljiv statisticki okvir strukturnih modela i davanje vedeg pondera "novijim"
podacima ¢ini osnovnu razliku ovih modela i metoda dekompozicije.

U uvodnom poglavlju, kroz definiciju globalnog i lokalnog trenda, ukazujemo na
dodatnu razliku ova dva pristupa analizi vremenskih serija. Kao pretea savremenih
strukturnih modela javljaju se tzv. ad hoc postupci za koje se naknadno pokazalo da
imaju jasno utemeljenje u statistickoj teoriji, odnosno mogu se smatrati specijalnim
slu¢ajevima opste klase strukturnih modela vremenskih serija ili ARIMA modela®. Stoga
izlaganje u ovoj glavi, nakon uvoda, zapocinjemo upravo ad hoc postupcima, jer
predstavljaju polaznu tacku u razvoju strukturnih modela vremenskih serija. Njima
posvedujemo izlaganje u naredna Cetiri poglavlja. Razmatramo eksponencijalno
izravnanje, Brownov i Holt-Wintersov postupak izravnanja kao i opSte eksponencijalno
izravnanje. Ovu glavu zakljuCujemo konciznim izlaganjem jednostavnog strukturnog
modela. Kako su strukturni modeli zasnovani na potpuno drugacijoj filozofiji od vecine
modela kojima se bavimo u ovoj knjizi, to im posvedujemo manju paZnju, a Citaoca
upucujemo na knjigu Harveya (1989) koja je u celini posvecena ovim modelima, a
takode 1 na knjigu Nerlovea i dr. (1979) koja se bavi sintezom strukturnih i ARIMA
modela.

" Pre nego §to i 4. Glavi formalno definiSemo stohasti¢ki process, recimo samo da pod ovim pojmom
podrazumevamo evoluciju slu¢ajne promenljive tokom vremena. U literature se ovi modeli srecu i pod
nazivom UC modeli od engleskog naziva unobserved components models (modeli sa neopaZzljivim
komponentama).

> ARIMA modeli predstavljaju najopstiju klasu modela kojima se bavimo u ovoj knjizi. Njihova
formalna definicija je data u naredne dve glave.



3.1 Uvod 49

3.1 UVOD

U preduzedima je Cest sluCaj da se, u svrhe planiranja proizvodnje i kontrole zaliha,
zahteva formiranje prognoza buduce prodaje za stotine proizvoda ili rezervnih delova na
zalihama. Pri tome je uobiCajena situacija da se raspolaze relativno kratkim mese¢nim
vremenskim serijama, a prognoze je potrebno formirati za jedan do cCetiri kvartala
unapred. Zahtev da se to uradi u relativno kratkom vremenskom periodu za veliki broj
vremenskih serija podstakao je istraZivaCe u oblasti operacionih istraZivanja da
konstruiSu postupke koji ¢e biti relativno jeftini, brzi i dovoljno pouzdani.
Automatizacija takvog postupka predstavljala bi samo argument viSe u korist njegove
primene. Upravo postupci pod opStim nazivom postupci izravnanja ispunjavaju
postavljene zahteve. Oni polaze od pretpostavke da je u seriji prisutan izvesna
zakonitost ponaSanja opservacija zajedno sa sluCajnim fluktuacijama. Na§ je zadatak da
koriS¢enjem ovih postupaka na osnovu podataka dobijamo ‘"izravnatu" seriju sa
priguSenim slucajnim fluktuacijama. Ova izravnata serija ukazuje upravo na osnovnu
tendenciju prisutnu u vremenskoj seriji. Ta izravnata vrednost koristi se zatim kao
prognoza buducih vrednosti vremenske serije.

U okviru ove glave bavicemo se postupcima eksponencijalnog izravnanja kod kojih
koristimo nejednake pondere za proSle opservacije vremenske serije (vrednost pondera
opada po geometrijskoj progresiji sa staroS¢u podataka). Izlaganje svakog modela je
tako sistematizovano da se prvo daje intuitivna osnova ovih modela. Zatim se ukazuje
na njihove statisticke osobine 1 naposletku odgovara na pitanja koja se vrednost
parametara preporuCuje pri njihovoj primeni, a takode kakav je nalin inicijalizacije
procesa izravnanja.

Prvobitno je postupak prognoziranja vremenskih serija bio zasnovan na
prilagodavanju neke funkcije vremena datim podacima. Njenom ekstrapolacijom u
buducnost formirala se serija prognoza. Tako na primer kod metoda dekompozicije pri
raunanju trenda, bez obzira na izabranu funkciju, koriS¢ene su sve opservacije
vremenske serije. Njegovi koeficijenti su konstantni u celom posmatranom periodu.
Takav trend nazivamo globalni trend. Njegov osnovni nedostatak je Sto polazi od
pretpostavke da posmatrana pojava sledi izabrani obrazac ponaSanja u celom
posmatranom periodu. Bez obzira na fleksibilnost razliCitth formi modela trenda koji
mogu da se koriste pri prilagodavanju globalnog trenda podacima, ostaje uvek bitno
ograniCenje da se rafuna sa njegovom neizmenjenom strukturom u celom periodu.
Saznanje o ovom nedostatku globalnog trenda vodilo je ka razvoju metoda ocene tzv.
lokalnog trenda. Ove metode razliCito tretiraju opservacije u zavisnosti od starosti
podataka. Veci naglasak daje se "sveZijim" podacima u odnosu na podatke iz dalje
proSlosti. Na taj nacin dozvoljava se mogucnost da se koeficijenti lokalnog trenda
menjaju pristizanjem nove opservacije, ¢ime se vrSi prilagodavanje linije trenda
promenama podataka.
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Observacija
vremenske serije

Globalni trend

""""""""""" Lokalni trend

Slika 3.1 Globalni i lokalni trend

Receno je da se globalni trend moZe predstaviti deterministickom funkcijom vremena
koja vazi za sve opservacije u uzorku. Nasuprot njemu lokalni trend menja pravac
tokom vremena i samo u nekim delovima ima isti nagib kao i globalni trend. Ako nam
je cilj formiranje prognoze, tada poslednje uoCeni pravac ekstrapoliramo u buducnost
koriS¢enjem upravo lokalnog trenda. Ovo smo ilustrovali na Slici 3.1 na kojoj je pored
vremenske serije i linearnog deterministiCkog trenda prikazana i vrednost prognoze na
osnovu lokalnog trenda.

Intuitivna osnova pristupa prognozi na osnovu lokalnog trenda dobro se sagledava
kroz sledec¢i citata iz Harrisona (Harison) (1967, s. 835):

"U opStem slucaju, prodavac suocen sa grafikonom traZnje proizvoda,
svoj pristup prognoziranju iskazuje crtanjem neke funkcije, obi¢no prave
linije, kroz opservacije i izvodenjem prognoze projekcijom te funkcije u
buducnost. Pri crtanju funkcije on de se truditi da je najbolje prilagodi
poslednje registrovanim podacima".

U zavisnosti od karakteristika vremenske serije koju podvrgavamo postupku
izravnanja biramo odgovaraju¢i model izravnanja. Na Slici 3.2 dati su karakteristini
tipovi vremenskih serija sa klasifikacijom modela izravnanja koja sugeriSe koriScenje
odredenog modela izravnanja prema karakteristikama vremenskih serija (prisustvo i tip
trenda, kao i tip sezonske komponente - aditivna ili multiplikativna). Izlaganje modela
izravnanja zasnovano je na odlicnom pregledu metoda izravnanja Gardnera (Gardner)
(1985), kao i radovima Browna (1963), Grangera i Newbolda (1977), Harrisona (1965,
1967), Harveya (1984, 1989), Holta i dr. (1960), Millsa (1990), Montgomeryja
(Montgomeri) i Johnsona (DZonson) (1976), Wheelwrighta i Makridakisa (1985) i
Wintersa (1960).
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3.2 JEDNOSTAVNO EKSPONENCIJALNO IZRAVNANJE

3.2.1 Definicija i osobine

Pretpostavimo da se vremenska serija X, moZe prikazati modelom u kome

posmatrana pojava iskazuje slucajne fluktuacije oko prose¢nog nivoa p. U ovom
slucaju model vremenske serije X, je:

X, =p+e, (3.1)

gde je E(g)=0 i Var(g)=0’. Na ma kom intervalu vremena nivo serije je
konstantan, ali je ostavljena mogucénost njegovog sporog menjanja tokom vremena.
Jedan naCin ocene tog nivoa sastoji se u koriS¢enju sredine svih opservacija. Drugi
nain se sastoji u tome Sto se koristi ponderisana sredina koja veci ponder daje novijim
podacima. Ovde se mogu koristiti eksponencijalno opadaju¢i ponderi. Njihovim
koriS¢enjem dolazimo do ocene g :

u=aX +al-a)X,, +a(l-a)’ X ,+..= aZ(l—a)j X ;=

j=0

=a[l+(-a)B+(1-a)’B’ +..+ (1-a)'B +..] X,. (32)

Kako izraz u srednjoj =zagradi predstavlja zbir clanova beskonacne opadajude
geometrijske progresije on iznosi [1—(1—a)B]™, pa izraz (3.2) moZemo pisati u obliku:

[1-(1-a)B] 'y = aX,, (3.3)

odnosno u obliku
u=aX,+1-a)u ,, (34)

izrazavaju¢i time tekucu vrednost nivoa 4, kao linearnu kombinaciju, odnosno kao
ponderisani prosek tekuce vrednosti vremenske serije X, i prethodne vrednosti nivoa

M, ,. Ponder « naziva se konstanta izravnanja, a postupak rekurzivnog odredivanja

tekue vrednosti nivoa koja je definisana izrazom (3.4) naziva se jednostavno
eksponencijalno izravnanje (engl. simple exponential smoothing). Alternativni 1
savremeniji nacin izraZavanja jednostavnog eksponencijalnog izravnanja jeste u obliku
korekcije greSkom (engl. error correction form). Prema njemu se tekuca vrednost nivoa
dobija modifikacijom prethodne vrednosti nivoa delom tekuce greSke e, = X, — 4, , koja

je nastala koriS¢enjem ocene nivoa iz prethodnog perioda kao prognoze u tekucem
periodu. Model u ovom obliku piSemo kao: g =g —a(X,—x,)=p_,+a€ . Oba
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oblika modela jednostavnog eksponencijalnog izravnanja zajedno sa funkcijom prognoze
1 proSirenjem modela na sezonske vremenske serije data su u Tabeli 3.1.

5 Nesezonska serija Aditivha sezona Multiplikativha sezona
E
c
a
£ AYNA) M\ [\
E VAR \J U
a
v
JEI JEI-A JEI-M
=]
c
o
E
[\
Q
£
I
Brown-1; Brown-2; HW Brown-A; HW-A Brown-M; HW-M
o
c
g
=
S,
‘o
c
[(H]
c
o]
o
£
w ET ET-A ET-M
]
=
£
'c
Q
"
=
2
o
HW-PT B2-PT-A B2-PT-M

Slika 3.2 Tipovi vremenskih serija i modeli eksponencijalnog izravnanja

U praksi raspolazemo vremenskom serijom kona¢ne duzine (X, X,,...,X,) na

osnovu koje treba oceniti tekucu vrednost nivoa. KoriS¢enje jednostavnog
eksponencijalnog izravnanja u slucaju vremenskih serija konacne duZine suoCava nas sa
problemom izbora pocetne ocene nivoa. Pre nego §to se pozabavimo problemom izbora
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poetne ocene nivoa, ukaZimo na dve osobine ocene nivoa dobijene jednostavnim
eksponencijalnim izravnanjem. Prvo pokaZzimo da je ocena nivoa ponderisana sredina
svih proslih opservacija. Ocena nivoa c¢e biti ponderisana sredina ako se g, mozZe

napisati kao linearna kombinacija proslih opservacija, pri ¢emu je zbir koeficijenata
linearne kombinacije jednak jedinici. Za t=n i t=n-1 iz (3.4) dobijamo:
u=aX +Q-a)u,, i y, ,=aX ,+Q-a)u, ,. Zamenom g , u prvu jednacinu
dobijamo:

ty=aX, +1-a)[aX,  +1-a)u,_,]

=aX, +all-a)X, +A-a)u, ,. (3.5)

Ako nastavimo da zamenjujemo ,un_j,j:2,3,...,n u izrazu (3.5) dobidemo

naposletku:

n-1 .
ty=ay -a) X +0-a) 4, (3.6)
j=0

gde je u, poCetna ocena nivoa vremenske serije. Kako je

o | mAa)
ajz_;(l ) _a[l—(l—a)}_l l-a)", (3.7)

prema izrazu (3.6) sledi da je aer‘j)(l—a)jJr(l—a)” jednako jedinici. Znac¢i da je

ocena nivoa zaista ponderisana sredina proslih opservacija. Vrednost ovih koeficijenata,
odnosno pondera, osim poslednjeg, opada po geometrijskoj progresiji sa staroS¢u
podataka.

Prema drugoj osobini ocena nivoa je asimptotski nepristrasna ocena nepoznatog nivoa
vremenske serije. (1—a)" 4, tezi nuli kad n— oo, pa je

E(u,)= E{aZ(l—a)j xnj} =a) (1-a) E(X, )=pa) (1-a) =u. (38)
j=0 j=0 j=0
Zato u periodu n koristimo g, kao ocenu nepoznatog parametra 4, a prognoza

vrednosti vremenske serije za h perioda unapred, zasnovana na n raspoloZivih
opservacija bice

X, (h)= s, . (3.9)

Na primer, ako je poslednji raspolozivi podatak iz marta meseca, prognozu za april
(dakle, prognozu za jedan period unapred) formiramo na osnovu izraza (3.9):

X mart (1) = /umart °
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U velikim uzorcima pokazano je da jednostavno eksponencijalno izravnanje
predstavlja optimalan metod za ocenu nivoa serije u modelima datim izrazom (3.1), ako
se pri tome Kkoristi metod ponderisanih najmanjih kvadrata, odnosno minimizira

ponderisana suma kvadrata reziduala:

Qu.0)= Y 0™ (X, ~ ), 0<w<1

(3.10)
i=1
gde se veliCina pondera @ smanjuje sa staroScu podataka.
Ocena na kraju perioda n, oznaCena sa f,, mora zadovoljiti uslov:
d , .
M=—22a)”—‘(xt —1)=0. (3.11)
du, t=1
odnosno
Yo"t =Y o™X, . (3.12)
t=1 t=1

Tabela 3.1 Modeli jednostavnog eksponencijalnog izravnanja (JEI modeli)

Vrsta sezone i

Rekurzivni oblik modela

Model u obliku korekcije

model greSkom
Nesezonska serija| #4 = aX +1-a)u My =ty + o8
JEI X, (h) =4 X, (h) = 4
t=a(X =1 )+A-a)u, M =y + O
Adiﬁ}g_fzona | =5(X =)+ A=), l =1, +5(1-ae
Xe(h) =g +1 Xe(h) =g +1 .
Multiplikativna t=a(X 1 )+ A-a)u, M=ol
sezona I =6(X /1) +(@A=6)1 =1 +o(-a)e/p
JEI-M

XAt (h) = M It—s+h

XAt (h) = H It—s+h

ReSenje je dato izrazom:

1_
l-w

Hy =

n

) nt

- E @ X, .
t=1

(3.13)

MoZe se pokazati da je x4, moguce izraziti preko sledece rekurzivne formule:

_ 1o)X +ol-0" ),

n

1-o"

(3.14)
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Ako je n veliko, tada je ®"~0, pa izraz (3.14) postaje: u, =(1l-w)X, +wu, ,. Ako
ozna¢imo o« =1-®, dobijamo izraz: u,=aX,+{1-a)u,, Sto je identi¢no izrazu
34).

3.2.2 Izbor konstante izravnanja i pocetne vrednosti

Na kraju se pozabavimo izborom konstante izravnanja i pocetne vrednosti izravnate
statistike, jer njihova vrednost opredeljuje ponaSanje eksponencijalnog izravnanja u
primeni na konkretnu vremensku seriju. Na osnovu izraza (3.4) ocigledno je, da Sto je
manja vrednost konstante izravnanja to ¢e ocena nivoa sporije reagovati na promenu
lokalnog nivoa serije (izravnate vrednosti ¢e imati glatko kretanje). Veca vrednost
konstante izravnanja uzrokovade da izravnata vrednost reaguje brzo i to ne samo na
stvarne promene nivoa nego i na slucajne fluktuacije.

U literaturi se obi¢no pretpostavlja da konstanta izravnanja o« €(0,1), mada se

preporucuje jo§ uZzi interval, od 0.01 do 0.3 (Montgomery i Johnson (1976, s. 67)). Isti
autori ukazuju da se metodom pokuSaja razliCitih vrednosti konstante izravnanja iz
navedenog intervala bira ona vrednost koja optimizira izabranu statisticku funkciju
kriterijuma (jedan od pokazatelja kvaliteta prognoze kao S§to je na primer srednje
kvadratna greSka prognoze). Ukoliko se pokaZze tokom primene ovog postupka da je
izabrana vrednost « > 0.3, tada se sugeriSe koriséenje sloZenijih modela izravnanja, kao
Sto je na primer dvostruko eksponencijalno izravnanje primereno procesima sa trendom.

Istrazivanja drugih autora upozoravaju na opasnost apriornog fiksiranja konstante
izravnanja nezavisno od karakteristika vremenske serije. Pokazalo se da vrednost
konstante, ocenjena na osnovu podataka uz koriS¢enje jednog od statistickih kriterijuma
optimalnosti, znatno prevazilazi gornju granicu predloZenog intervala, tj. 0.3. Stoga se
preporucuje da se konstanta ocenjuje na osnovu podataka. Pri ocenjivanju konstante
izravnanja, teorijski i empirijski radovi ukazuju na potrebu koriS¢enja Sireg intervala
mogucih vrednosti, naime, od 0 do 2. Teorijsko obrazloZenje ove sugestije bazira se na
¢injenici da je diferencna jednacina zasnovana na modelu JEI (vidi Tabelu 3.1) stabilna
upravo za vrednosti konstante iz tog intervala. Takode se sugeriSe da se izabrana,
odnosno ocenjena konstanta podvrgne ex ante testiranju, posto je Cesto mala korelacija
izmedu ex post prilagodavanja i ex ante preciznosti.

Za kraj nam ostaje problem odredivanje pocetne vrednosti 4. Formulisano je

nekoliko reSenja ovog problema:

1. Prva opservacija ili nula. U ovom postupku se kao pocetna vrednost uzima
vrednost prve opservacije same vremenske serije. Ukoliko je serija dovoljno
dugacka uticaj pocetne vrednosti postaje sve manji kako se udaljavamo od
pocetnog perioda, pa inicijalizaciju postupka izravnanja moZemo zapoceti
nulom.
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Sredina svih opservacija. Kod ovog postupka za pocetnu vrednost uzeti
sredinu vremenske serije.

Podela serije na dva dela. U ovom sluCaju prvi deo serije koristimo za
odredivanje pocetne vrednosti ocene nivoa serije potrebnu za inicijalizaciju
postupka izravnanja. To moZemo uraditi, na primer, izraCunavanjem sredine
prvog dela serije. Drugi deo serije koristimo zatim za odredivanje optimalne
vrednosti konstante izravnanja.

Metod prognoziranja unazad. Ovaj metod se koristi u okviru Box-Jenkinsove
metodologije modeliranja ARIMA modela, a =zasniva se na okretanju
vremenskog sleda tako Sto bi se zapocCeo postupak ocenjivanja od poslednje
(najsveziji podatak) do prve opservacije (najstariji podatak). Time dcemo
obezbediti prognozu za pocetak serije, odnosno pocetnu vrednost izravnate
statistike.

Kratke vremenske serije. Ukoliko raspolazemo sa relativno kratkim
vremenskim serijama tada je moguce izbeci izbor pocetne vrednosti izravnate
statistike tako Sto ¢e se koristiti egzaktan metod ponderisanih najmanjih
kvadrata kod odredivanja Kako je model (3.4) aproksimacija egzaktnog
metoda ponderisanih najmanjih kvadrata to ¢emo egzaktni pristup Koristiti sve
dok ne prikupimo dovoljno podataka da bismo nadalje nastavili sa primenom
rekurzivnog postupka jednostavnog eksponencijalnog izravnanja.

Primer 3.1 Podaci o nedeljnoj prodaji osveZavajuceg pi¢a (u litrama) u jednoj

prodavnici tokom maja, juna i jula meseca 1994. godine, dati su u Tabeli
3.2.

Tabela 3.2 Prodaja osvezavajuceg pica

Vremenski period 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Prodaja pica 20 25 23 20 17 22 19 25 28 24 21 23 20

Prodavac je uocio relativnu stabilnost obima prodaje u periodu maj-jul uz
nedeljene varijacije. Potvrdu ovog prodavievog zapaZanja nalazimo u
grafickom prikazu vremenske serije.

Originalna serija sugeriSe nam izbor jednostavnog eksponencijalnog
izravnanja kao odgovarajueg metoda za formiranje prognoze prodaje
osvezavajuéeg pifa u avgustu mesecu. Primena jednostavnog eksponen-
cijalnog izravnanja zahteva izbor konstante izravnanja kao i pocetne
vrednosti ocene nivoa. Da bismo ilustrovali uticaj izbora razlicitih
vrednosti konstante izravnanja opredelili smo se za vrednosti o =0.1, 0.5
1 0.9. Sa svakom od tih konstanti izvrSili smo izravnanje serije prodaje.
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Slika 3.3 Poredenje prognoza (jednostavno eksponencijalno izravnanje)

Sto se pocetne vrednosti nivoa tie prema predloZenim postupcima ocenili
smo tu vrednost i dobili sledece rezultate:

1.
2.

koriS¢enjem prve opservacije ocena pocetne vrednosti nivoa je 20,

koriSéenjem sredine svih 13 opservacija ocena pocetne vrednosti nivoa
je 22.0769,

podelom serije na dva dela i koriS¢enjem sredine prvog dela (prvih
Sest opservacija) ocena pocetne vrednosti nivoa je 21.1667,

koriSéenjem metoda prognoziranja unazad ocena pocetne vrednosti
nivoa je 21.4286. Operacionalizacija metoda u ovom konkretnom
slucaju zna¢i da smo poslednju, 13. opservaciju vremenske serije
proglasili prvom, 12. opservacija postaje druga, itd. Zatim smo tako
formiranu  vremensku seriju izravnali jednostavnim metodom
izravnanja uz koriscenje prve opservacije kao ocene pocetne vrednosti
nivoa i vrednosti konstante izravnanja, o =0.1. Poslednja izravnata
vrednost 21.4286 predstavlja ocenu pocetne vrednosti nivoa prvobitne
vremenske serije.

U Tabeli 3.3 dati su rezultati izravnanja vremenske serije koriSéenjem
jednostavnog eksponencijalnog izravnanja. Pri tome je u sva tri slucaja
(tri vrednosti konstante izravnanja) koriS¢ena ista pocetna vrednost ocene

nivoa, tj.

20. Na primer za a=0.1, u prvom vremenskom periodu

imamo na osnovu modela JEI iz Tabele 3.1:

i =aX,+(1-a)u, =0.1-20+(1-0.1)20 = 20.

U drugom vremenskom periodu imamo ocenu nivoa:
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i, =aX,+1-a)u =0.1-25+ (1-0.1)20 = 20.5,

a ostale vrednosti ocene nivoa dali smo u Tabeli 3.3 (3. kolona:
Izravnata vrednost). Kako je ocena nivoa u tekudem, istovremeno i
prognozirana vrednost u narednom periodu, to smo u Tabeli 3.3 dali
samo prognoze u slucaju kada je konstanta izravnanja ¢ =0.5 i 09. Te
prognoze su prikazane i na Slici 3.3. Elementi 5. kolone (Greska
prognoze) dobijeni su kao razlika opservacija originalne vremenske serije
i serije Prognoza. Naredne dve kolone sadrze apsolutne vrednosti greske
prognoze 1 vrednosti kvadrata greSaka prognoze. Na osnovu njih
izraunavamo srednju apsolutnu greSku prognoze i srednju kvadratnu
greSku prognoze.

Tabela 3.3 Izravnanje i prognoze prodaje jednostavnim eksponencijalnim izravnanjem

Konstanta izravnanja o =0.1 Prognoza
Vrem.e nski Prodaja | Izravnata Greska | Apsolutna | Kvadrat K onstant‘a
period vrednost Prognoza prognoze | greska greske Zraviania
a=05 | =09

1 20 20.00 - - - - - -
2 25 20.50 20.00 5.00 5.00 25.00 20.00 20.00
3 23 20.75 20.50 2.50 2.50 6.25 22.50 24.50
4 20 20.68 20.75 -0.75 0.75 0.56 22.75 23.15
5 17 20.31 20.68 -3.68 3.68 13.51 21.38 20.32
6 22 20.48 20.31 1.69 1.69 2.87 19.19 17.33
7 19 20.33 20.48 -1.48 1.48 2.18 20.59 21.53
8 25 20.80 20.33 4.67 4.67 21.82 19.80 19.25
9 28 21.52 20.80 7.20 7.20 51.90 22.40 2443
10 24 21.76 21.52 248 248 6.17 25.20 27.64
11 21 21.69 21.76 -0.77 0.77 0.59 24.60 24.36
12 23 21.82 21.69 1.31 1.31 1.72 22.80 21.34
13 20 21.64 21.82 -1.82 1.82 3.31 22.90 22.83
14 - - 21.64 - - - 2145 20.28

Zbir: 16.38 33.35 135.86
Sredina:| 11.38 2.78 11.32

Sa Slike 3.3 vidi se da smanjivanjem vrednosti konstante izravnanja
dobijamo sve izravnatiju seriju bez lokalnih fluktuacija. Da bi se odredila
vrednost konstante izravnanja koja daje najbolju prognozu izracunali smo
greSke prognoze i na osnovu njih srednju apsolutnu gresku i srednju
kvadratnu gresku prognoze. Za « =0.1 srednja apsolutna greska iznosi
2.78, a srednja kvadratna greska 11.32. Za vrednosti konstante izravnanja
a=0.5 ova dva pokazatelja kvaliteta prognoze iznose 2.98 i 11.98
respektivno, a za a=0.9, 342 i 13.13 respektivno. Prema tome,
vrednost konstante izravnanja od 0.1 generiSe prognozu sa najmanjom
greSkom u skupu ove tri vrednosti konstante izravnanja.
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Ovde je nuZzno napomenuti da smo racunali pokazatelje ex post kvaliteta
prognoze (unutar uzorka koji je koriSéen pri dobijanju prognoze), a da je
valjaniji naCin vrednovanja prognoze zasnovan na tzv. ex ante pristupu
prema kome koristimo opservacije van uzorka za raCunanje pokazatelja
kao Sto su srednja apsolutna greSka i srednja kvadratna greska.

Sada se moZe postaviti pitanje da li moZzemo za konkretnu vremensku
seriju izabrati optimalnu vrednost konstante izravnanja. Sugerisani pristup
zahteva da pretraZimo parametarski prostor, tj. sve vrednosti konstante
izravnanja iz intervala (0,1) i da za svaku od njih izraunamo na primer
srednju kvadratnu greSku prognoze unutar uzorka. Ona vrednost koja
minimizira pokazatelj kvaliteta prognoze predstavljace optimalnu vrednost
konstante izravnanja. Za vremensku seriju prodaje pi¢a minimalna
vrednost srednje kvadratne greSke prognoze iznosi 11.11 i postiZze se sa
konstantom izravnanja o =0.16816. Navedeni nacin odredivanja
optimalne vrednosti konstante izravnanja ne bi trebalo apsolutizovati, jer
pretrazivanje parametarskog prostora moze dati pogreSan rezultat u
slucaju da je doslo do promene u obrascu ponaSanja vremenske serije.

Citaocu se ostavlja da proveri kakav je uticaj izbora razlicitih pocetnih
vrednosti ocene nivoa na kvalitet prognoze modela jednostavnog ekspo-
nencijalnog izravnanja. u

Modeli jednostavnog eksponencijalnog izravnanja sa sezonskom komponentom |,
¢ija je duZina perioda S, prikazani su u Tabeli 3.1. U ovim modelima dodata je
jednacina kojom se vr$i revizija sezonske komponente koriS¢enjem konstante izravnanja
o0 . Razlikujemo model jednostavnog eksponencijalnog izravnanja sa aditivnom sezonom
(model JEI-A u Tabeli 3.1) i model jednostavnog eksponencijalnog izravnanja sa

multiplikativnom sezonom (model JEI-M u Tabeli 3.1).

Kod modela jednostavnog eksponencijalnog izravnanja sa sezonskom komponentom
ostaju relevantna ranije izloZena razmatranja izbora konstanti izravnanja. Isto vaZzi i za
izbor pocetne vrednosti nivoa. Sto se sezonske komponente tice, u sluaju aditivnog
modela za pocetne vrednosti se mogu Koristiti ocene regresionog modela u kome ce se
serija regresirati na sezonske veStaCke promenljive. Drugim metodama ocene pocetnih
vrednosti sezonske komponente pozabaviéemo se u okviru izlaganja Holt-Wintersovog
metoda izravnanja.

3.3 BROWNOV METOD IZRAVNANJA

Jednostavno eksponencijalno izravnanje relevantno je samo ako se vremenska serija
koju izravnavamo ili Zelimo za nju formirati prognozu, moZe predstaviti modelom
vremenske serije (3.1), odnosno ako je u pitanju konstantni proces sa slucajnim
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fluktuacijama. Ukoliko je vremenska serija sa trendom, tada je za seriju primereniji
model linearnog trenda:

Xy=u+T +¢g, (3.15)

Primenom jednostavnog eksponencijalnog izravnanja za prognoziranje ovakve serije
dobi¢emo negativno pristrasne prognoze. Moze se pokazati da je u asimptotskom
slu¢aju pristrasnost jednaka —T (l—a)/a tako $to demo odrediti oCekivanu vrednost

izraza (3.4), oznaCavajui pri tome [ =1-q« . Zaista dobijamo
n1 -1 _
E(u)=a) B'E(X, )+ Bty =a) Blu+T(- I+ 4.  (3.16)
j=0 j=0
Ako n— oo, tada S" =0, pa dobijamo:

E(,un)z(,u+Tn)ai,6’j —Tai ip! :y+Tn—£T (3.17)
(04

j=0 j=0

Kako je E(X,)=x+Tn, imamo:

E(u,) =E(X,) -2 (3.18)
a

Znali da primena jednostavnog eksponencijalnog izravnanja na seriju sa linearnim
trendom dovodi do toga da izravnata statistika s, kasni iza pravog signala za navedeni

iznos pristrasnosti. Jedan od pristupa koji eleminiSe spomenutu pristrasnost svodi se na
ponovnu primenu postupka eksponencijalnog izravnanja na izlazni rezultat jednostavnog
eksponencijalnog izravnanja. Taj postupak nazivamo dvostruko eksponencijalno
izravnanje (engl. double exponential smoothing), odnosno eksponencijalno izravnanje
drugog reda. Prema autoru ovaj postupak naziva se i Brownov postupak izravnanja.

Za nesezonski model u Tabeli 3.4 navedene su dva alternativna nacina iskazivanja
Brownovog metoda izravnanja u rekurzivnom obliku (modeli B1 i B2). Na osnovu
druge varijante (model B2) postaje jasno zaSto se ovaj postupak oznacava kao dvostruko
eksponencijalno izravnanje. Naime, u prvom stepenu primenjujemo formulu
jednostavnog izravnanja na opservacije vremenske serije. Zatim sa serijom

ponavljamo postupak jednostavnog eksponencijalnog izravnanja (izravnavamo izravnatu
statistiku), $to rezultira u izrazu za dvostruko izravnatu statistiku g, =ou, +(1-a)y, .

Za ovakav nalin prezentiranja formula Brownove metode ima pedagoSkih razloga, mada
su modeli u obliku korekcije greSkom laksi za koriSéenje, a ekvivalentni su modelima u
rekurzivnom obliku.

Kod prve varijante rekurzivnog izrazavanja Brownovog modela, sugeriSe se direktno
aZuriranje trenda serije jednaCinom T, =a(g — g, ,)+(@—a)T, ;. Prema njoj se tekuca
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vrednost trenda odreduje na osnovu ponderisane sredine prethodne vrednosti trenda i
nove informacije o trendu sadrZane u razlici tekuce i proSle vrednosti nivoa serije.

KoriS¢enje iste konstante izravnanja za reviziju nivoa i trenda serije isti¢emo kao
jednu od bitnih odlika i istovremeno manu Brownovog metoda. Za razliku od Brownove
metode, Holt-Wintersov metod napuSta ovu restriktivnu pretpostavku. Kod ove druge
metode ostavlja se mogucénost da konstante izravnanja kod nivoa i trenda serije budu
jednake, ali se to ogranicenje ne namece a priori kao Sto je to slucaj kod Brownove
metode.

Tabela 3.4 Brownovi modeli

Vrsta sezone i . . ) Model u obliku korekcije
model Rekurzivni oblik modela S —
p=aX +(1-a)u My = ey T 08
NeseZ(.)'nska To=a(u —py)+A-a)T, T, =T +ta’,
serija A 1o N
B1 X, (h) =, +(_jTt +hT, X, (h) = 1, +[—a)Tt +hT,
a a
Nesezonska | 1, =aX, +(-a)u,_, o= +T  +al2-a)e
s.erlJa lth = aﬂt + (1_ a)lth—l Tt = thl + azet
(ekvivalentno ~ h HT
model; B1) Xt(h)=2ﬂt—ﬂ:+h£1a j(ﬂt—ﬂt") Xt( )—,th+ t
B —

wo=p,+T  +a(2-a)e,

. 2
Aditivna sezona o .. T =T, +a'e
Nije primenljivo

B-A =1 _+d[l-a(2-a)le
X (h) =g +NT +1 ¢,
u=p +T  +a-a)ll,
Multiplikativna T =T +a’/l_,
sezona Nije primenljivo
NGy Jep ) l,=1_ +0[l-a-a)le /4

X, (h) = (1 +hT)I

t-s+h

Brownov metod je proistekao iz koriSéenja metoda ponderisanih najmanjih kvadrata
(ponder je w=1—a) i predstavlja optimalan metod izravnanja za procese sa linearnim
trendom. Kasnije, u Poglavlju 8.5 ukaza¢emo na vezu pojedinih modela u okviru klase
ARIMA modela i Brownovog modela i sugerisati za koje modele iz prve klase je ovaj
metod izravnanja optimalan.

Sto se ti¢e izbora konstante izravnanja kod Brownove metode, postoji saglasnost da
se za konstantu izravnanja uzme vrednost 0.2 ili manje. I pored kritika upucenih
ovakom arbitrarnom izboru konstante pokazalo se, posebno prilikom primene modela u
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kontroli zaliha, da vrednosti konstante iz ovog intervala daju dobre rezultate. Sa
teorijskog aspekta Brownov model je za nesezonske serije, kao i u slucaju jednostavnog
eksponencijalnog izravnanja, stabilan za vrednosti konstante iz intervala O<a <2.
Model je karakteristiCan i po tome Sto u kritiénoj meri priguSuje oscilacije. Naime, na
osnovu njega dobija se najbrze moguci odziv na strukturne promene u vremenskoj seriji
i to bez oscilacija. Pitanje je relevantnosti ove osobine sa stanoviSta preciznosti
prognoze.

Pristupi odredivanju pocetnih vrednosti za primenu Brownove metode iste su kao kod
jednostavnog eksponencijalnog izravnanja, osim S$to ovde moramo odrediti i pocetnu
vrednost za ocenu trenda. SugeriSe se koriS¢enje metode najmanjih kvadrata radi ocene
pocetnog nivoa i trenda serije. Zato je potrebno oceniti koeficijente linearnog trenda, pri
tom je slobodni ¢lan ocena nivoa, a koeficijent uz vreme ocena pocetne vrednosti
trenda. Prema jednom pristupu vrednost ovih ocena odredujemo za kraj perioda, a
prema drugom, za pocetak perioda u kome smo racunali linearni trend. Razlika izmedu
ova dva pristupa ogleda se samo u izmeni ocene slobodnog ¢lana, a koeficijent nagiba
trenda ostaje isti. U prvom slucaju nastavljamo postupak izravnavanja prema izrazima
kojima se rekurzivno odreduje nova ocena nivoa i trenda serije, odnosno vrSimo
izravnavanje vremenske serije u njenom drugom delu. U drugom slucaju formiramo
ocene nivoa 1 trenda za period u kome smo ocenili linearni trend, pa dobijene vrednosti
na kraju tog perioda koristimo kao pocetne vrednosti u drugom delu serije za njeno
izravnavanje.

Navedeni postupak eksponencijalnog izravnanja moZe se generalizovati u tom smislu
da se umesto linearnog trenda pretpostavi polinomijalni trend K —tog stepena. Tu
generalizaciju je uradio Brown i poznata je pod nazivom viSestruko eksponencijalno
izravnanje (engl. multiple exponential smoothing). U tom postupku generalizacije prelazi
se slican put koji smo preSli od jednostavnog ka dvostrukom eksponencijalnom
izravnanju. Na primer, ukoliko vremenskoj seriji odgovara model kvadratnog trenda,
koristimo trostruko eksponencijalno izravnanje prema kome se u treCem stepenu
izravnava dvostruko izravnata statistika ,ut" dobijena kao rezultat primene dvostrukog

eksponencijalnog izravnanja (rekurzivni oblik modela B2 u Tabeli 3.4). Potpuno
izvodenje dato je kod Montgomeryja i Johnsona (1976, ss. 62-66).

Za sezonske vremenske serije sa linearnim trendom nije definisan postupak
Brownovog izravnanja u rekurzivnom obliku (videti Tabelu 3.4). Zato bismo u slucaju
sezonskih vremenskih serija prethodno izvrSili desezoniranje vremenske serije, a potom
primenili gore izloZeni postupak Brownove metode (modele B1 ili B2). Medutim,
Brownov model u obliku korekcije greSkom je definisan i za sezonske vremenske serije
(model sa aditivnom sezonom: model B-A i model sa multiplikativnom sezonom: model
B-M). U ovim modelima pored konstante izravnanja o uvedena je 1 konstanta
izravnanja O u jednalinu koja definiSe postupak izravnavanja tekuce vrednosti sezonske
komponente.
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3.4 HOLT-WINTERSOV METOD IZRAVNANJA

Za razliku od Brownovog, kod Holt-Wintersovog metoda izravnanja inoviranje nivoa
i1 trenda serije zasniva se na dve konstante izravnanja. U Tabeli 3.5 dati su razliciti

Holt-Wintersovi

nesezonske

serije moZe

modeli.
se pokazati

Poredenjem Brownovog i
da je Holt-Wintersov metod ekvivalentan

Holt-Wintersovog metoda za

Brownovom metodu za odredene vrednosti konstanti izravnanja (a,,, =az(1-ag) i

Yaw =g 1(2—ag)).

Tabela 3.5 Holt-Wintersovi modeli

Vr.sta sezone Rekurzivni oblik modela Model u oblvlku korekcije
i model greskom
Nesezonska | “4 = aX +(1-a)(u,+T,) M= phy + T+ ok
serija To =y — p ) +A=7)T, T =T, +are
HW )Zt(h) =M+ hTt xAt (h) =M+ hTt
t=a(X =1 )+ Q—a)(h, +Ty) | = +T, +ag
Aditivna To=y(e — )+ A=p)T T, =T, +aye
e | =X =)+ (A=), l =1 +51-a)e
X (hy=p +hT, +1 ., Xo() =g +0T +1 g,
wo=a(X L )+Q-a) (@, +Ty) | =4, +T  +ae !l
Multiplikativna T =y —p )+ Q=T T =T, +arell
| =X )+ =01, =1 +5U-a)le /1,
X, (h) = (g +hT)I, .., Xo(h) = (g + T,

Primer 3.2 U Tabeli 3.6 data je vremenska serija meseCne prodaje (u hiljadama

dinara) jednog preduzea u petnaest uzastopnih meseci. AnalitiCari
prodaje u preduzedu pretpostavljaju da ée se uoCena tendencija porasta
prodaje nastaviti i u narednom periodu.

Tabela 3.6 Mesecna prodaja preduzeca (u hiljadama dinara)

t |1
Xi| 4 5

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

6 8 9 10 11 10 12 13 16 17 22

a) Graficki prikazati datu vremensku seriju 1 sugerisati odgovarajuce
metode izravnanja.
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b)

a)

15

10

Primeniti jednostavno eksponencijalno izravnanje sa konstantom
izravnanja jednakom 0.3, uz koriS¢enje prve vrednosti opservacije kao
inicijalne ocene nivoa. Formirati prognozu jedan period unapred.
Objasniti dobijeni rezultat.

Za primenu odgovaraju¢eg Brownovog i Holt-Wintersovog metoda
izravnanja izabrati optimalnu vrednost koeficijenata izravnanja, pri
¢emu Kkoristiti kriterijum srednje kvadratne greSke prognoze kao
kriterijum optimalnosti. U primeni oba metoda Kkoristiti koeficijente
ocenjenog linearnog trenda kao pocetne ocene nivoa i trenda.

Grafik originalne vremenske serije prodaje na Slici 3.4 ukazuje nam
na prisustvo trenda u vremenskoj seriji. Stoga se sugeriSe izbor
metode izravnanja koji pretpostavlja prisustvo linearnog trenda u
seriji. Modeli primereni toj pretpostavci su B1 1 HW.

— Originalna serija — JEI =—=HW

b)

Slika 3.4 Poredenje prognoza (JEI 1 HW model)

Prognozu vremenske serije dobijenu metodom jednostavnog ekspo-
nencijalnog izravnanja prikazali smo kako u Tabeli 3.7 (3. kolona),
tako 1 na Slici 3.4. Ova prognoza predstavlja samo ilustraciju opSteg
rezultata, prema kome prognoza metoda  jednostavnog
eksponencijalnog izravnanja stalno kasni za ostvarenim vrednostima
vremenske serije. Dakle, rezultat je bio ocekivan jer smo zanemarili
prisustvo trenda u vremenskoj seriji i primenili neodgovaraju¢i metod
izravnanja.



3.4 Holt-Wintersov metod izravnanje 65

Tabela 3.7 Prognoza prodaje preduzeca metodama izravnanja

Vremenski | Originalna| JEI Brown Holt Wintersov metod
period serija | prognoza | prognoza | Njyo | Trend |Izravnanje|Prognoza

1 4 - - 3.54 1.64 5.18 -

2 5 4.00 5.12 5.05 1.58 6.63 5.18
3 4 430 6.23 4.77 0.68 5.45 6.63
4 6 421 5.15 5.84 0.86 6.70 5.45
5 6 4.75 6.64 6.21 0.62 6.83 6.70
6 8 5.12 6.83 7.66 1.02 8.68 6.83
7 9 5.99 8.70 8.91 1.13 10.04 8.68
8 10 6.89 9.99 10.01 1.12 11.13 10.04
9 11 7.82 11.06 11.04 1.07 12.11 11.13
10 10 8.78 12.06 10.62 0.35 10.97 12.11
11 12 9.14 11.00 11.70 0.70 12.40 10.97
12 13 10.00 12.53 12.82 091 13.73 12.40
13 16 10.90 13.78 15.33 1.68 17.02 13.73
14 17 12.43 16.94 17.01 1.68 18.68 17.02
15 22 13.80 18.47 21.03 2.81 23.84 18.68
16 - 16.26 23.57 - - - 23.84

c) Na osnovu 15 opservacija vremenske serije ocena linearnog trenda je
X, =1.3429+1.107t .

Prema tome pocetna ocena nivoa iznosi 1.3429, a pocetna ocena trenda je
1.1071. Na osnovu njih, ocene nivoa i trenda u prvom vremenskom
periodu koriS¢enjem Brownovog modela izravnanja (model B1) su:

1 =aX,+(1-a)u, =05114-4+ (1-0.5114)1.3429 = 2.70
T, = a(w, — ) + (1— )T, = 0.5114(2.70 ~1.3429) + (1- 0.5114)1.1071=1.23

Napominjemo da smo za konstantu izravnanja koristili vrednost 0.5114.
Njome se postize minimalna vrednost srednje kvadratne greSke prognoze
koja iznosi 2.1733. Na osnovu ocene nivoa i trenda u prvom
vremenskom periodu moZemo formirati prognozu za jedan period
unapred:

1-0.5114

~ l-a
XD=pw+|—|T +T, =270+
D= ( ” j 17 h ( 05114

j 1.23+1.23=5.12.

Ostale vrednosti prognoze Brownovim metodom date su u cetvrtoj koloni
Tabele 3.7. Kako se te vrednosti neznatno razlikuju od odgovarajucih
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prognoza dobijenih Holt-Wintersovom metodom to smo samo ovu
poslednju prognozu prikazali na Slici 3.4.

Sto se Holt-Wintersove metode ti¢e (model HW), ocene nivoa i trenda u
prvom vremenskom periodu su:

i =aX,+(1—a)(u, +T,)=0.7062- 4 + (1-0.7062)(1.3429 +1.1071) = 3.54
T, = y(44, — ;) + (L= )T, = 0.4844(3.54 —1.3429) + (1—0.4844)1.1071=1.64

Napominjemo da smo za konstantu izravnanja « koristili vrednost
0.7062, a za konstantu izravnanja y vrednost 0.4844. Za te vrednosti se

postize minimalna vrednost srednje kvadratne greSke prognoze koja iznosi
2.2325. Na osnovu ocene nivoa i trenda u prvom vremenskom periodu
moZemo formirati prognozu za jedan period unapred:

X,(1)= 14 +T,=3.54+1.64=5.18.

Ostale vrednosti prognoze Holt-Wintersovom metodom date su u
poslednjoj koloni Tabele 3.7 i na Slici 3.4.

Poredenjem srednje kvadratne greSke prognoze Brownovog i Holt-
Wintersovog metoda izravnanja konstatujemo da se prvim metodom
postiZe manja greSka prognoze. Istovremeno niZa greSka prognoze
postignuta je koriSéenjem modela sa jednom konstantom izravnanja

(model B1) u odnosu na model sa dve konstante izravnanja (model HW).
|

Postavlja se pitanje, da li je Holt-Wintersov u odnosu na Brownov model, zbog
opStosti pouzdaniji pri formiranju prognoza. Mada odgovor zavisi od procesa koji je
generisao vremensku seriju, pokazano je da u vedini sluCajeva Holt-Wintersov model
ima Siru marginu pouzdanosti u odnosu na Brownov. Ovo je razumljivo ako se uzme u
obzir njegova veca fleksibilnost s obzirom na to da je u pitanju dvoparametarski model.
Na primer, pri ocenjivanju konstante izravnanja, u modelu bez trenda, primenom Holt-
Wintersovog modela dobi¢emo konstantu za trend koja je bliska nuli, dok ¢e Brownov
model uvek utvrdivati postojanje nekog trenda u ma kojoj seriji, zato Sto koristi jednu
istu konstantu izravnanja i za nivo i za trend.

ProSirenje Holt-Wintersovog modela u pravcu direktnog modeliranja sezone navedeno
je u poslednja dva reda u Tabeli 3.5. Re¢ je o modelu sa aditivnom sezonom: model
HW-A i modelu sa multiplikativnom sezonom: model HW-M. U ovim modelima uvodi
se dodatna konstanta izravnanja O u treéu jednaCinu kojom modifikujemo sezonsku
komponentu.

Primer 3.3 Kvartalna vremenska serija prodaje sezonske robe u jednoj prodavnici
tokom perioda 1988-1993. godine prikazana je u Tabeli 3.8.
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Tabela 3.8 Prodaja sezonske robe

. Kvartal
Godina
prvi drugi treci cetvrti
1988 8 9 11 13
1989 11 12 16 19
1990 11 15 21 25
1991 17 25 32 38
1992 26 33 40 45
1993 30 35 43 50

a) Graficki prikazati vremensku seriju. Ukazati na njene osnovne
odlike i izabrati odgovarajuc¢i model izravnanja.

b)  Primeniti izabrane modele izravnanja na vremensku seriju prodaje i
formirati prognozu jedan period unapred.

a) Na osnovu grafika vremenske serije uoCavamo da vremensku seriju
karakteriSe uzlazni linearni trend i relativno stabilna sezona, a da se
varijabilitet vremenske serije tokom vremena povecava. Prema
tome, za vremensku seriju predlazemo dva modela: Holt-Wintersov
(model HW-M) i Brownov (model B-M).

50 ——

— Originalna serija — HW-M

¢ +—~+—~+—+—~+—+—++—+t+t+t+t+t++—++++++++++>t

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Slika 3.5 Prognoza prodaje sezonske robe

b) Na vremensku seriju primeni¢emo model HW-M, a C({itaocu se
ostavlja da izravnanje vremenske serije izvrSi i modelom B-M.
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Kako je u pitanju kvartalna vremenska serija, to ¢emo prvu godinu,
odnosno prve cCetiri opservacije iskoristiti za formiranje pocetne ocene
sezonske komponente. Postupamo tako Sto odredimo prosecnu vrednost
prodaje u prvoj godini 10.25 i dobijenom sredinom podelimo vrednost
prodaje u svakom kvartalu prve godine. Tako dobijamo da je u 1988/1
vrednost sezonskog indeksa |, =8/10.25=0.78, u 1988/ 1, =9/10.25

=0.88, u 1988/MI 1,=11/10.25=1.07 i u 19881V 1,=13/10.25
=1.27. Za ocenu pocetne vrednosti nivoa u 5. periodu 1989/1 uzedemo
vrednost prodaje u tom kvartalu, tj. 4 =11. Do ocene pocetne vrednosti
trenda dociemo na osnovu ocene linearnog trenda u periodu od 1988/1

do 1993/1V. Kako je ocenjeni linearni trenda na osnovu 24 opservacije

~

X, =3.5761+1.663%t ,

to za ocenu pocetne vrednosti trenda u 5. periodu uzimamo koeficijent uz
vreme, tj. T, =1.6639. Sada nam samo preostaje da odredimo ocenu

sezonske komponente u 5. periodu, pa da pocevS§i od 6. perioda
zapo¢nemo postupak rekurzivnog izraCunavanja nivoa, trenda i sezone.
Pocetna ocena sezonske komponente u 5. periodu je

|, = s2s 1-5)l, = 0.3%+ (1-0.3)0.78=0.82..

Hs
U 6. periodu imamo nove ocene nivoa, trenda i sezone:

L = a% +A-a)(u +T,) = 0.453%+ (1-0.453)(11+1.6639) =13.12

2
T, = y(ptg — i) + (L= )T, =1(13.12-11) + (1-1)1.6639 = 2.12 ,

I :5&+(1—5)I2 =0.3 12
He 13.12

+(1-0.3)0.88=0.89.
Na osnovu ovih ocena u 6. periodu formiramo prognozu za jedan period
unapred:

Xo(1) = (g +T)1, = (13.12+2.12)1.07 =11.12 .

Ostale vrednosti ocene nivoa, trenda i sezone kao i prognoze date su u
Tabeli 3.9. Na Slici 3.5 prikazana je originalna vremenska serija i njena
prognoza.
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Tabela 3.9 Prognoza prodaje sezonske robe

Godina i | Vremenski | Originalna Holt-Wintersov metod (model HW-M)
kvartal period serija Nivo | Sezona | Trend | Prognoza
1988.1 1 8 - 0.78 - -
I 2 9 - 0.88 - -
11T 3 11 - 1.07 - -
v 4 13 - 1.27 - -
1989.1 5 11 11.00 0.85 1.66 -
11 6 12 13.12 0.89 2.12 11.12
11T 7 16 15.09 1.07 1.97 16.35
v 8 19 16.12 1.24 1.03 21.63
1990.1 9 11 15.27 0.81 -0.85 14.51
11 10 15 15.53 091 0.26 12.82
11T 11 21 17.53 1.11 2.00 16.89
v 12 25 19.81 1.25 2.28 2426
1991.1 13 17 21.60 0.80 1.80 17.86
11 14 25 2522 0.94 3.61 21.34
11T 15 32 28.85 1.11 0.00 31.94
v 16 38 31.57 1.23 2.72 40.54
1992.1 17 26 3344 0.79 1.87 27.50
11 18 33 35.29 0.94 1.85 33.05
111 19 40 36.66 1.10 1.38 41.15
v 20 45 37.32 1.23 0.66 46.96
19931 21 30 37.87 0.79 0.55 30.18
11 22 35 3797 0.93 0.09 35.96
11T 23 43 38.48 1.11 0.51 4198
v 24 50 39.80 1.23 1.33 47.79
19941 25 - - - - 32.65

U formiranju ocena na osnovu tri jednaCine izravnanja Koristili smo
sledece vrednosti konstanti izravnanja: « =0.453, y=11 6=0.3. Uz te

vrednosti konstanti izravnanja vrednost srednje kvadratne greSke prognoze
je 4.065. Optimalnu vrednost konstanti izravnanja odredili smo kao i u
slucaju jednostavnog eksponencijalnog izravnanja. Naime, pretraZivanjem
prostora svih mogucih vrednosti konstanti «, y i O izabrali smo onu

trojku ovih konstanti koja minimizira srednje kvadratnu gresku prognoze.

Oba modela, Brownov i Holt-Wintersov, pokazala su se na kratak rok dosta
robustna, dok su u slucaju duZeg horizonta prognoziranja (za viSe od tri-Cetiri koraka
unapred) pokazivala tendenciju da prognozom precene realizovane vrednosti vremenske
serije. Zato se preporuCuje da se pri prognoziranju za duzi vremenski horizont linearni
trend prigusi. Obrnuto, na primer u pocetnoj fazi Zivotnog ciklusa nekog proizvoda (za
¢iju proizvodnju ili prodaju formiramo prognozu), preporucuje se koriS¢enje trenda koji
vremenom ubrzava rast, odnosno sugeriSe se modeliranje eksponencijalnim trendom.
Ova dva slucaja u kojima se koriS¢enje Brownovog i Holt-Wintersovog modela sa
linearnim trendom pokazalo neadekvatnim, vodili su ka modifikaciji pocetnog modela u

dva pravca.
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Prvi, gde se pretpostavka o linearnom zamenjuje pretpostavkom o eksponencijalnom
trendu (modeli iz Tabele 3.10) i drugi, gde se uvodi pretpostavka o priguSenom trendu
(modeli dati u Tabeli 3.11). Sustina modifikacije u prvom slucaju je da se u jednacini
nivoa i trenda obe komponente javljaju ne u aditivnom (kao S$to je to u originalnom
Holt- Wintersovom modelu) nego u multiplikativnom vidu. U drugom slucaju izmena se
sastoji u tome da se uvodi posebna konstanta prigusenja (@, 0<¢@<1) uz trend
komponentu. Za vrednost konstante ¢ =1, prvi model se svodi na Holt-Wintersov
model za nesezonske serije. Za vrednosti konstante ¢>1 prognoze modela rastu
eksponencijalno, kao i kod modela sa eksponencijalnim rastom iz Tabele 3.10, ali u
ovom slucaju imamo jedan parametar viSe u odnosu na te modele.

Drugi model iz Tabele 3.11 za nesezonske serije predstavlja modifikaciju Brownovog
modela (identi¢an je Brownovom modelu za vrednost konstante @ =1). Vrednosti
konstante ¢ <1, proizvode usporeni rast i u apsolutnom i u relativnom smislu. Razlika

izmedu linearnog i prigusenog eksponencijalnog trenda moze da bude znacajna u duZem
vremenskom periodu ¢ak i uz visoku vrednost ¢, recimo 0.9 ili 0.95.

Tabela 3.10 Modeli sa eksponencijalnim trendom (ET modeli)

Vrsta sezone i

model

Rekurzivni oblik modela

Model u obliku korekcije
greSkom

Nesezonska serija
ET

uo=aX +1-a)(u,+T. ;)
To=y(u ! m ) +QA=7)T
X, (h) = lutTth

o=+ T +oe
T =T ,+are /!y,
X, (h) = lutTth

Aditivna sezona

t=a(X =1 _)+A-a)u T,
Tt = 7(/ut /,Ut,l) + (1_ }/)Tt*1

=4, +T  +a(2-a)e
T=T,+ oczet

ET-A I, =S5(X, — 1) +(1-3)I,_, |, =1 +0[l-a-a)e,
X, ()= uT+1 X, ()= +hT, +1__,
wo=a(X N )+Q-a)p T, o= p, + T +ae 1
Multiplikativna T =y(u!pu)+Q-T, T =T, +(ayelu )
SE;"“Ma I, =X, /1) +@=5)I,_, I, =1 +5(1-a)le /1
X (h) = uTM, ., X, (h) = 4T,

Sugestije u pogledu izbora konstanti izravnanja kod Holt-Wintersovog modela iste su
kao i1 u prethodnim modelima. U slucaju apriornog izbora sugeriSu se vrednosti od 0.01
do 0.3 za sve tri komponente (nivo, trend i sezonu). Druge primene su pokazale da je
koriSéenje vrednosti iz intrervala od 0.3 do 1.0 davalo veéi stepen pouzdanosti
prognoza. Medutim, kao Sto je na to ranije upozoreno, ovakav nacin odredivanja
konstanti izravnanja ne vodi racuna o specificnostima vremenske serije koja se
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izravnava. Stoga se preporucuje ocenjivanje sve tri konstante na osnovu vremenske
serije, koriS¢enjem jednog od statistiCkih kriterijuma, kao Sto je na primer srednje
kvadratna greSka prognoze. InaCe, teorija sugeriSe da se i vrednosti preko 1.0 mogu
javiti kao optimalne. Ovo stoga Sto je nesezonski Holt-Wintersov model stabilan za
vrednosti konstanti: 0<a <2 i 0<y<(4-2a)/a. Izbor vrednosti konstanti izravnanja

moze se suziti na oblast u kome konstante izravnanja ne proizvode oscilacije vremenske
serije. Najveca vrednost o koja ne vodi ka oscilatornom kretanju data je nejednakoscu:
a <4y(1+y)*. Nije utvrdeno da li ovakvo ogranienje konstante povecava preciznost
prognoze. Za sezonske modele uslovi za stabilna reSenja su kompleksni (za kvartalne
serije model je uvek stabilan za vrednosti konstanti iz intervala od 0 do 1, $to ne vazi
za meseCne vremenske serije).

Tabela 3.11 Modeli izravnanja sa priguSenim trendom (PT modeli)

Vrsta sezone i Rekurzivni oblik modela Model u oblvlku korekcije
model greskom
o =aX +1-a)(p , +du, ) M= py + P +ak,
NeseZ(.)'nska T, = y( 4 - ,UH) +(1- 7/)¢TH T, =T, +aye,
serija ) o ) ho
HW-PT | X, (h)= 4+ 4T, X ()= s+ 4T,
i=1 i=1
o=, + ol +a(2-a)e,
Nesezonska .. . . T =gl +ala—¢+1)e
serija Nije primenljivo "
B2-PT X(h) =+ D 4T,
i=1

o=, + 0T +a(2-a)e,
T =gl +a(a—g+1)g

Aditivna sezona Nije primenljivo l =1 _ +oll-a(2-a)le,

B2-PT-A i
Xt(h) =Mt Z¢iTi + It_s+h
i=1
m=p,+ol  +a-a)e /1,
Multiplikativna T=gT +ala-g+De /1

sezona Nije primenljivo I, =1 +o[l-a(2-a)le /

B2-PT-M X -
X (h) = (:Ut + Z¢ITij I oon
=

Pocetne vrednosti nivoa 1 trenda moZemo odrediti na osnovu ranije izloZenih metoda
(videti reSenje ovog problema kod jednostavnog eksponencijalnog izravnanja i
Brownovog metoda). Upozoravamo na to da se metoda prognoziranja unazad Koristi
oprezno, jer u slucaju pogreSnog trenda moZe proizvesti negativne vrednosti za pocetnu
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vrednost nivoa. Za metode odredivanja pocetnih vrednosti sezonske komponente videti
kod Montgomeryja i Johnsona (1976, ss. 102-3).

3.5 OPSTE EKSPONENCIJALNO IZRAVNANJE

Pored navedene generalizacije eksponencijalnog izravnanja vremenske serije kod koje
se trend moZe predstaviti polinomom proizvoljnog stepena, Brown (1963) je pokazao da
se koncept eksponencijalnog izravnanja moze proSiriti na model adaptivnog, direktnog
ili opsteg eksponencijalnog izravnanja (engl. general exponential smoothing - GES).
Pod ovim pojmom podrazumeva se koriS¢enje ponderisanih najmanjih kvadrata u cilju
prilagodavanja neke funkcije vremena raspoloZivim podacima. Na raspolaganju su nam
polinomi, eksponencijalne i sinusne funkcije kao i njihov zbir i proizvod. Kada su
nezavisne promenljive polinomijalne funkcije vremena direktno izravnanje je
ekvivalentno viSestrukom eksponencijalnom izravnanju. Ako se u modelu koriste
trigonometrijske funkcije vremena, kao nezavisne promenljive, tada takav model moZe
efikasno reprezentovati sezonske vremenske serije.

GES model se definiSe kao viSestruki regresioni model, odn. pretpostavljamo da je
posmatrana vremenska serija linearna kombinacija od Kk poznatih deterministickih
funkcija vremena plus rezidual. Jednacina prognoze je

X, (h) :iaj ) f,(hy=af(h). (3.19)

gde su a, vektor Cije su koordinate koeficijenti u trenutku t i f(h) vektor ¢ije su
koordinate funkcije vremena (koje mogu biti polinomijalne, eksponencijalne i sinusne).
Ocenjivanje je zasnovano na metodu uopStenih, odnosno ponderisanih najmanjih
kvadrata i moZe se detaljnije pogledati kod Browna (1963) ili Montgomeryja i Johnsona
(1976, ss. 76-82), a ovde navodimo samo funkciju kriterijuma koja se minimizira:
2

o'| X, -af(-j)] (3.20)

t
j=0

ReSenje zahteva da izravnavamo (uz ponder @) koeficijente modela, za razliku od
Holt-Wintersovog pristupa gde smo izravnavali komponente vremenske serije. Zato se

ovaj pristup i naziva direktno eksponencijalno izravnavanje. ReSenje modela dato u
formi korekcije greskom je

a,=L'a_;, +he, (3.21)

gde je L fiksna kvadratna matrica Ciji elementi zavise samo od funkcija koje su
kori§cene za prilagodavanje, a koja ima osobinu da je f,=Lf_,. Vektor izravnanja h

definisan je kao h=F7'f(0) i zavisi kako od funkcija koje su Kkorii¢ene za
prilagodavanje tako i od pondera @. Elementi vektora f(0) sadrze funkcije koje su
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koriS¢ene za prilagodavanje u pocetnom vremenskom trenutku. Naposletku je
e, =X,—X,,() greska prognoze za jedan period unapred. Za veliko t, F je dato

izrazom:
FI=F=Za)jf(—j)f'(—j). (3.22)
j=0

Koris¢enje formule za ocenu koeficijenata zahteva poznavanje vektora izravnanja h.
Mada je u izvesnim slucajevima izveden eksplicitan izraz za h, obi¢no se on dobija
numericki (videti kod Montgomeryja i Johnsona (1976)).

Primer 3.4 Primeniti postupak direktnog izravnanja na model linearnog trenda:

X, =u+T +¢
i izvesti formule za reviziju ocene nivoa i trenda.

Jednacdina prognoze je )2t(h)= 4, +Th, pa u skladu sa oznakama kod

opSteg eksponencijalnog izravnanja imamo:

| M _ 1
g

Da bismo izveli formule za reviziju ocena potrebno je definisati matricu
prelaza L . Elemente matrice prelaza L odredujemo na osnovu relacije

f(t)=Lf(t-1), tj.
1] [t 1] [L+bt-D
t] Ly Ly lt-1] [Ly-Ly+Lt]
odakle je L, =1, L,=0,a L,, =L,,=1. Dakle, matrica prelaza je

10
L= ;
i

pa reSenje modela u formi korekcije greSkom glasi:

a, =L'a_, +he,

S

odnosno
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o=, + T, +he
Tt = Tt—l + hzet

Da bismo odredili vektor izravnanja h potrebno je definisati matricu F,,

a zatim za veliko t odrediti matricu F. Za veliko t imamo:

2 2 1
Ft=F=Zw’f(—j)f'(—j)=zw‘{_J[l —i]

zw{ t ‘_3}
=0 -] ]

S obzirom da je ponder 0<w <1, to je:

N pie LS iz ot o)
2, 1 Z; T (—w)? a)) DN 1- o)

j=0 -0 i=0
. . . . . -1
pa su matrica F i njena inverzna matrica F—:

1 -w
-0 (1-w) —
- o(1+ o) - (1-w)
(1-0) (-w)

1-0®  (1-w)

F= (1- o)

Vektor izravnanja je

2 _ 2
h, B -0 (1-w) 1 1-
h= =F f(0)= (1_a))3 = 2 |
h, (1-wy —2 |0 [(1-®)
@
pa je h=1-0", a hy=(1-w)’. Ako oznatimo 1-® sa «a, tada

formule za reviziju ocene nivoa i trenda glase:

o= p o+ T +a-a)e
T =T +a’,

Poredenjem ovih formula i Brownovog modela (model B2 u Tabeli 3.4 u
obliku korekcije greSkom) konstatujemo njihovu identi¢nost. Dakle,
direktno izravnanje primenjeno na model vremenske serije sa linearnim
trendom je ekvivalentno dvostrukom eksponencijalnom izravnanju sa
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konstantom izravnanja o =1-w. U opStem slucaju direktno izravnanje
modela vremenske serije sa polinomijalnim trendom Kk —tog stepena je
ekvivalentno viSestrukom eksponencijalnom izravnanju (k +1)—og reda sa

konstantom izravnanja jednakom o =1-w. |

Ako je vremenska serija nesezonska onda nema razloga za koriS¢enje GES modela,
nego se preporucuje Holt-Wintersov metod izravnanja. Za sezonske vremenske serije
sezonski Clanovi kod GES modela su koeficijenti uz kosinusne i sinusne funkcije, dok
je kod Holt-Wintersa sezona obuhvadena indeksima tipi¢nog nivoa u pojedinim
periodima, na primer odnos proseka traZznje u prvim kvartalima u odnosu na prosek
traZznje u celom posmatranom periodu. U multiplikativnoj varijanti GES model postaje
izuzetno kompleksan, jer je potrebno svaki od sinusnih/kosinusnih ¢lanova mnoZiti sa
trendom. Stoga se obi¢no u praksi koristi aditivna varijanta GES modela, za razliku od
Holt-Wintersa gde je ¢eS¢e u upotrebi multiplikativna varijanta modela.

U poredenju sa Holt-Wintersom, GES model ima dve prednosti. Prva, koris¢enjem
jednog koeficijenta @ u intervalu od 0 do 1 znaci da ¢e greSka prognoze uvek imati
konacnu varijansu. Druga, konstrukcija GES modela je takva da se svi sezonski ¢lanovi
podvrgavaju reviziji ¢im nam bude dostupna nova opservacija. Time prognoza brze
reaguje na promene u sezonskoj komponenti. Kod Holt-Wintersa, Sto se podataka tiCe,
moramo saCekati da se kompletira cela godina, pa da se izvrSi aZuriranje sezonskih
indeksa.

Iznesimo neke od prigovora koji su upuceni GES metodi izravnanja. Neki autori
(Granger 1 Newbold (1977, s. 169)) navode da metod direktnog izravnanja daje greske
koje su cCesto autokorelisane, Sto rezultira u suboptimalnim prognozama. U slucaju
sezonskih vremenskih serija teSko je wutvrditi koliko harmonika (trigonometrijskih
Clanova na razliitim frekvencijama) treba ukljuciti u model da bi se adekvatno
obuhvatio uticaj sezone. Ozbiljan prigovor je vezan za koriS¢enje samo jedne konstante
izravnanja @ . Naime, ocena sezonskog modela vremenske serije zahteva sa jedne strane
ukljucivanje vedeg broja podataka, Sto se postiZe uzimanjem visoke vrednosti za @, a
sa druge strane postoji opSti zahtev eksponencijalnog izravnanja za brzim
prilagodavanjem, Sto se postize dodeljivanjem vecdih pondera sveZijim podacima. Ova
dva medusobno iskljuCiva zahteva dovode a priori u sumnju sposobnost adaptivnog
izravnanja da samo jednom konstantom @ postigne dobro modeliranje sezonske
vremenske serije.

Preporuke u pogledu izbora konstanti su sledee. Za @ se preporucuje da bude u
intervalu 0.75 ("brzo" izravnanje za kratke vremenske serije) do 0.90 ("normalno"
izravnanje). Pored ove konstante zahtevaju se komponente vektora h koje ne moraju
biti raspolozive eksplicitno. Pocetne vrednosti za inicijalizaciju GES modela mogu se
dobiti prilagodavanjem viSestrukog regresionog modela raspoloZivim podacima metodom
najmanjih kvadrata. Tu su moguca dva pristupa. Prema prvom, potrebno je pocetak
racunanja vremena locirati u period 1 1 koristiti regresione koeficijente kao a,. Zatim
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izravnavamo podatke sve dok se ne dostigne tekuca vrednost a,. Alternativa je da se

pocetak raCunanja vremena locira u trenutak za koji je raspoloZiv poslednji podatak u
regresionom modelu. Koeficijenti zatim odgovaraju direktno a,. U okviru Poglavlja 8.3

posveéenog poredenju strukturnih modela vremenskih serija i ARIMA modela
ukazademo i na ekvivalentne modele modelima iz klase GES modela.

3.6 JEDNOSTAVAN STRUKTURNI MODEL

U izlaganju strukturnih modela podimo od nesezonske vremenske serije Ciji je model
sa globalnim linearnim trendom:

Xe=p+e&,t=12,..,n, (3.23)

Ho=a+pt. (3.24)
Ad hoc modeli izravnanja mogu se predstaviti sledeéim statistickim modelom:

=M+ B +7,, (3.25)

B

Ba+¢, t=12,..,n (3.26)

gde je 77t~NNR(0,0'§)3 i é’t~NNR(0,02). Model je kompletiran kada se svaka

opservacija predstavi kao zbir trenda 4 1 sluCajne greske &, tj.
Xo=m+&,t=12,.,n, (3.27)

(Sto predstavlja ponovljen model (3.23)) i gde je & ~ NNR(0,5°). Pretpostavlja se da
su greSke 73, ¢, 1 &, nezavisne jedna od druge. Kada je O'; :of =0 dobija se model

globalnog linearnog trenda (3.23) i (3.24). Dakle u ovom slucaju model globalnog
trenda moZe se smatrati specijalnim slu¢ajem modela lokalnog trenda.

Pri modeliranju sezonske vremenske serije u okviru regresionog modela, sezonska
komponenta se modelira sezonskim veStackim promenljivama uz uslov da zbir
koeficijenata uz te promenljive bude jednak nuli. Ovo sugeriSe model stohasticke
sezone:

Z Yo =@, (3.28)

3 2 . 2 . e v . . v .
Skradenicu NNR(0,0°) koristimo da ozna¢imo normalnu i nezavisno rasporedenu sluCajnu

. . . . 2
promenljivu sa sredinom O i varijansom o .
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gde je 7, sezonska komponenta, S broj perioda, a @ ~ NNR(0,o>). Model ove vrste

dozvoljava sezonskoj komponenti da se menja tokom vremena, uz uslov da ocekivana
vrednost zbira sezonskih efekata u toku uzastopnih S vremenskih perioda bude jednaka
nuli.

Na osnovu izloZzenog, modeli vremenske serije mogu biti izrazeni preko stohasti¢kog
trenda, sezone i iregularne komponente. Model je strukturan u tom smislu Sto svaka od
komponenti ima direktnu interpretaciju. Osnovni strukturni model (engl. basic structural
model) specificiran je na slede¢i nalin:

Xo=p+y,+&,t=12,..,n, (3.29)

gde je g, lokalni linearni trend (3.25) i (3.26), y, lokalna sezonska komponenta (3.28)
i & sluCajna komponenta. Specifikacija modela je kompletna uz pretpostavku da su

Cetiri slucajne greske ¢, 77, {; 1 @, medusobom nezavisne.

Pokazano je da se moZe uspostaviti veza izmedu Kkonstanti izravnanja Holt-

. . . . .. . —2 2 2 —2 2 -
Wintersovog modela i relativnih varijansi: o, :o;]/O' , 0'420'4/0' 1 0o =

- 0'02)/ o’.
Tako u slucaju nesezonske vremenske serije (uporediti model (3.25)-(3.26) i HW model

u Tabeli 3.2), imamo:

G, =(a’ +a’y —2ay)(1-ay) (3.30)
G, =7 /(1-ay). (331)

Brownov model kod istog modela vremenske serije namece ogranienje
52 2(5;/2)2. Zna¢i da je osnovni strukturni model sliCan aditivnoj varijanti Holt-

Wintersovog modela, u tom smislu Sto konstante izravnanja kod Holt-Wintersa imaju
sli¢nu ulogu kao relativne varijanse kod strukturnog modela. Medutim, ova dva modela
nisu identi¢na, a osnovni strukturni model ima tu prednost $to je utemeljen na pazljivo
definisanom statistickom modelu.

Time $to smo bazirali strukturni model na poznatim teorijskim osnovama omoguéeno
nam je da: 1) izvedemo ocenu koeficijenata na osnovu teorijski utemeljenog statistickog
postupka, pri C¢emu dce ocene imati poznate statisticke osobine, 2) za prognoze
generisane  strukturnim modelom mozemo konstruisati interval predvidanja, 3)
generalizujemo model na sistematiCan nacin, i 4) primenimo niz statistickih testova u
cilju sagledavanja mogucnosti pojednostavljenja ili uopStenja modela.

I pored toga ad hoc modeli izravnanja prezentirani u okviru ove glave pokazali su se
veoma dobro u kratkoroénom prognoziranju vremenskih serija. Neki autori (na primer
Chatfield (1989)) zbog njihovih karakteristika kao $to su jednostavnost, razumljivost,
lakoca koriS¢enja 1 relativna pouzdanost, u prvi plan isticu ovu klasu modela
vremenskih serija, u odnosu na sloZenije modele kao §to su ARIMA modeli.
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Zadaci
3.1

32

33

34

35

Dato je 13 opservacija vremenske serije: 140, 137, 139, 149, 146, 152, 149,
143, 140, 136, 138, 144, 135. Na osnovu grafika vremenske serije izabrati
odgovaraju¢i model eksponencijalnog izravnanja. Za pocetnu ocenu nivoa
koristiti prosek svih opservacija. Izravnanje izvrSiti koriSéenjem tri vrednosti
konstante izravnanja: 0.6, 0.7 i 0.8. Koja od navedenih vrednosti konstante
izravnanja daje minimalnu srednje kvadratnu greSku prognoze?

(Refenje:  Model — JEI, 1, =142.1538,  MSE(a =0.6) =29.427 ,
MSE(a =0.7) = 29.197 i MSE(« = 0.8) = 29.300).

Za podatke iz Zadatka 3.1 izabrati odgovaraju¢i model eksponencijalnog
izravnanja. Za pocetnu ocenu nivoa Koristiti prvu opservaciju. Da li se
minimalna vrednost srednje kvadratne greSke postize sa istom konstantom
izravnanja? Ukoliko se javljaju odstupanja od rezultata dobijenih u
prethodnom zadatku, objasniti otkuda ona poticu.

(ReSenje:  p, =140, MSE(a=0.6)=28.664, MSE(a=0.7)=28.163,
MSE( =0.8) =28.069. Odstupanja se javljaju, jer je sada «a=0.8
optimalna vrednost konstante izravnanja. Serija je relativno kratka, pa uz

visoke vrednosti konstante izravnanja treba da protekne viSe vremena da bi se
izgubio uticaj izbora pocetne vrednosti nivoa.)

Dato je 15 opservacija vremenske serije: 10, 15, 11, 16, 17, 19, 18, 16, 17,
19, 22, 25, 24, 29, 30. Na osnovu grafikona vremenske serije izabrati
odgovaraju¢i Brownov model izravnanja i primeniti ga u svrhu formiranja
prognoze.

(Resenje: Model B1, p,=9.5143, T,=1.2107 (na osnovu ocene linearnog
trenda), uz « =0.3 srednja kvadratna greSka prognoze je 5.9532)

Za vremensku seriju iz Zadatka 3.3 predloziti odgovaraju¢i Holt-Wintersov
model izravnanja i primeniti ga u svrhu formiranja prognoze.

(Resenje: Model HW, uz istu pocetnu ocenu nivoa i trenda i konstante
izravnanja @ =0.1 i y=0.2 srednja kvadratna greska prognoze je 5.7697)

Dato je 24 opservacija kvartalne vremenske serije: 102, 52, 100, 78, 160,
100, 161, 135, 250, 188, 216, 182, 344, 246, 303, 278, 455, 365, 404, 366,
579, 479, 515, 465. Na osnovu grafikona vremenske serije izabrati
odgovaraju¢i Holt-Wintersov model izravnanja i primeniti ga u svrhu
formiranja prognoze. Koristiti konstante izravnanja: a=0.1, =01 i

0=09.

(ReSenje: Model HW-M. Za ocenu pocetne vrednosti nivoa Koristimo prvu
opservaciju vremenske serije. Za pocetnu ocenu trenda Kkoristimo ocenu



Zadaci

79

3.6

3.7

3.8

linearnog trenda na osnovu 24 opservacije: )2t =16.4710+20.4257t, tj.

koeficijent uz vreme u ocenjenoj jednaCini. Ocena pocetnih vrednosti
sezonskih indeksa su: 1.23, 0.63, 120 i 0.94. Srednja kvadratna greSka
prognoze je 1226.18. Prognozirana vrednost u 25. vremenskom periodu iznosi
695.39)

Za godiSnju vremensku seriju indeksa industrijske proizvodnje u Srbiji (serija
SI1) u periodu 1967. do 1987. godine formirati odgovarajuéi model
eksponencijalnog izravnanja.

(Uputstvo:  Izbor modela eksponencijalnog izravnanja vrSiti na osnovu
poredenja grafika vremenske serije i tipova vremenskih serija sa Slike 3.2).

Za kvartalnu vremensku seriju indeksa industrijske proizvodnje u bivSoj
Jugoslaviji (serija S11) u periodu 19671 do 1987.IV godine formirati
odgovarajuéi model eksponencijalnog izravnanja.

(Uputstvo: 1zbor modela eksponencijalnog izravnanja vrSiti na osnovu
poredenja grafika vremenske serije i tipova vremenskih serija sa Slike 3.2).

Za mesecnu vremensku seriju indeksa industrijske proizvodnje u biv$oj
Jugoslaviji (serija S15) u periodu 1967.1 do 1987.12 godine formirati
odgovarajuéi model eksponencijalnog izravnanja.

(Uputstvo: 1zbor modela eksponencijalnog izravnanja vrSiti na osnovu
poredenja grafika vremenske serije i tipova vremenskih serija sa Slike 3.2).






4 MODELI STACIONARNIH VREMENSKIH SERIJA

U ovoj glavi zapocinjemo izlaganje teorijskih osnova savremenih statistickih modela
vremenskih serija. Zbog njihove stohasti¢ke prirode dajemo kratak pregled pojmova u
vezi stohastickih procesa. Time definiSemo teorijski okvir analize vremenskih serija, a
istovremeno definiSemo i samu vremensku seriju. U analizi vremenskih serija interesuje
nas posebna klasa stohastickih procesa. Do nje dolazimo nametanjem izvesnih
ograni¢enja na proces. Tako definiSemo stacionarne stohasti¢ke procese na osnovu kojih,
u okviru ove glave, razvijamo klasu parametarskih stacionarnih modela vremenskih
serija, tzv. ARIMA modele. NapuStanjem pretpostavljene osobine stacionarnosti
dolazimo do naredne klase parametarskih modela vremenskih serija kojima modeliramo
pojave nestacionarne prirode. Ovu klasu modela razmatramo u narednoj, 5. Glavi.
Nakon 6. Glave u kojoj se bavimo prognoziranjem na osnovu parametarskih modela
vremenskih serija, u narednoj glavi paZnju posvecujemo Box-Jenkinsovom iterativhom
postupku prakticnog modeliranja vremenske serije na osnovu ARIMA modela koji su do
te, 7. Glave teorijski obradeni. Izlaganjem modela sezonskih vremenskih serija u 8.
Glavi, zaokruzujemo savremenu teoriju modeliranja jedne vremenske serije u
vremenskom domenu.

4.1 UVOD

Do pojma stohastickog procesa dolazimo proSirujuéi pojam sluajne promenljive.
Slucajna promenljiva je po definiciji funkcija mogucih ishoda statistickog eksperimenta.
Ako posmatramo njenu evoluciju tokom vremena ona postaje i funkcija vremena. Skup
takvih funkcija nazivamo stohasticki ili slucajan proces. Znaci da je stohasticki proces
funkcija ishoda statistickog eksperimenta i vremena. Njegovu formalnu definiciju dajemo
u narednom poglavlju. Na Slici 4.1 prikazali smo nekoliko ¢lanova stohasti¢kog procesa.
Svaki ¢lan familije funkcija nazivamo realizacijom procesa ili funkcijom uzorka (engl.
sample function). Prema tome stohasticki proces moZemo opisati 1 kao familiju funkcija
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kod kojih vreme, kao jedan argument funkcije slobodno varira, a ishod eksperimenta,
kao drugi argument funkcije je fiksiran na specificnu vrednost.

Slika 4.1 Cetiri realizacije stohastitkog procesa i sredina procesa

Da bismo ukazali na teZinu zadatka u analizi vremenskih serija predo¢avamo da nam
je u modeliranju konkretne vremenske serije na raspolaganju samo jedna realizacija na
osnovu koje je potrebno zakljuciti o karakteristikama celoga procesa. Da bismo to
postigli moramo uvesti ogranienja na stohasti¢ki proces kao S§to smo to i uradili u
Poglavlju 4.2. Uvode se ogranienja koja se ticu vremenske homogenosti kao i
memorije procesa. Stohasticki proces koji ispunjava oba ogranienja nazivamo
stacionarni 1 ergodicni proces. Pri tome uvodimo i operativhu definiciju stacionarnosti
koja je bazirana na momentima procesa, radi se o tzv. slaboj stacionarnosti ili
stacionarnosti drugog reda. Modeli vremenskih serija iz ove glave odnose se upravo na
ovu definiciju stacionarnosti.

Za potrebe analize takvih procesa u Poglavlju 4.3 definiSemo dve klju¢ne funkcije u
analizi vremenskih serija u vremenskom domenu. ReC je o tzv. autokovarijacionoj i
autokorelacionoj funkciji. Njima opisujemo korelacionu strukturu vremenske serije, jer je
poznato da vremensku seriju karakteriSe upravo medusobna zavisnost opservacija. Ove
dve funkcije, pored parcijalne autokorelacione funkcije (Poglavlje 4.6), predstavljaju
osnovno sredstvo u analizi vremenskih serija u pristupu kojim se bavimo u ovoj knjizi.

Prvi i najjednostavniji stohasticki proces koji razmatramo u Poglavlju 44 je
istovremeno i najznacajniji. Re¢ je o procesu beloga Suma na osnovu koga definiSemo
najopstiju klasu stohastickih procesa, tzv. linearne procese. Nametanjem ograni¢enja na
koeficijente linearnog procesa definiSemo ostale procese iz ove knjige. Te procese
izlaZzemo na preostalim stranama u okviru ove glave klasifikujuéi ith u tri grupe:
autoregresione procese, procese pokretnih proseka i meSovite procese. Za svaki od
procesa izvodimo osnovne pokazatelje, kao S§to je ocekivana vrednost, varijansa,
autokovarijaciona 1 autokorelaciona funkcija (obina 1 parcijalna). Istovremeno
ukazujemo na karakteristicne sluCajeve svakog procesa i tipiCan izgled autokorelacione
funkcije S$to ¢e nam pomodi u postupku identifikacije odgovaraju¢eg modela vremenske
serije.
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4.2 STOHASTICKI PROCESI, STACIONARNOST | ERGODICNOST

Glavni zadatak teorije verovatnoce jeste pruZanje probabilistickog modela koji moZe
posluziti kao idealizovani opis posmatrane pojave. U tom kontekstu pojam slucajne
promenljive ima posebnu vaZnost, jer vecina pojava ima neke kvantitativne osobine koje
omogucavaju njihovu numericku reprezentaciju. Medutim, sluajna promenljiva je
staticki pojam, dok je u izuCavanju vecdine pojava interes upravo u posmatranje njihovog
kretanja tokom vremena. U cilju modeliranja evolucije posmatrane pojava tokom
vremena, zadatak u teoriji verovatnoce jeste dinamiziranje pojma slucajne promenljive.
Prirodan nacin da to uCinimo jeste povezivanje prostora uzorka sa vremenom. Tako
dolazimo do formalne definicije stohasti¢kog procesa'.

Definicija. Stohasticki proces. Neka je (Q, 3, P(e)) prostor verovatnoée, T
neki skup realnih brojeva i neka je definisana funkcija X(s) koja QxT

preslikava u skup R realnih brojeva: QxT — R . Uredeni niz slu¢ajnih
promenljivih {X(e,#),t € T} nazivamo stohastic¢ki (slucajni) proces.

Ako u procesu {X(ee),teT} fiksiramo indeks teT tada dobijamo slucajnu
promenljivu X (s,t) definisanu na prostoru uzorka . Na Slici 4.1 fiksirali smo dva
vremenska trenutka t 1 t,, pa preseci grafika funkcija u tim trenucima predstavljaju
Cetiri realizacije sluCajnih promenljivih. S druge strane, za svako @weQ, X(w,e)
predstavlja funkciju od t koju nazivamo realizacija slucajnog procesa. Na Slici 4.1
prikazane su Cetiri realizacije za razliite vrednosti o (@, ®,,®,,®,). Naposletku,
X(w,t) za dato @ i t predstavlja samo realan broj. Na Slici 4.1 imamo, na primer u
vremenskom trenutku t, da je vrednost funkcije za @, jednaka X(,,t), Sto

predstavlja realni broj koji bismo ocitali na ordinati.

Na osnovu izloZzenog mozemo reéi da je vremenska serija jedna realizacija
stohastickog procesa. Kolekcija svih mogucih realizacija stohastickog procesa naziva se
ansambl (engl. ensemble) funkcija ili ansambl realizacija. Zato u analizi vremenskih
serija polazimo od toga da smo vremensku seriju "izvukli" kao uzorak iz nekog
ansambla. Kratkode radi stohasticki proces oznaCavamo samo sa X(t) i X, u

zavisnosti od toga da li je u pitanju neprekidni ili prekidni stohasticki proces. Ako nije
drugacije reCeno podrazumevacemo da je kod posmatranog stohasti¢kog procesa skup
T={0,£1,%#2,..} i T={0,1,2,..}. To znali da demo u ovoj knjizi razmatrati prekidne

procese .

' Obim i nivo izlaganja u okviru ovog poglavlja prilagoden je &itaocu koji je stekao osnovne
pojmove iz teorije verovatnoce. Ostale Citaoce upucujemo na Rohatgia (Rouhedi) (1976, 1. Glava).
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Na osnovu vremenske serije Zelimo izvesti zakljucke o osnovnim karakteristikama
stohasti¢kog procesa. U analizi vremenskih serija medusobni odnos vremenske serije i
stohastickog procesa istovetan je odnosu uzorka i populacije u klasi¢noj statistickoj
analizi. Klasi¢na statisticka analiza zasnovana je na slucajnoj promenljivoj koja
pridruZzuje realan broj svakom ishodu statistickog eksperimenta. Ti eksperimenti viSe
puta ponovljeni su medusobom nezavisni. Samim tim i elementi slucajnog uzorka
medusobom su nezavisni. Za razliku od klasi¢ne statisticke analize gde nije vaZan
poredak opservacija on je veoma bitan u analizi vremenskih serija. Mada je u analizi
ekonomskih vremenskih serija moguce varirati duZinu serije, tj. veli¢inu uzorka, ono §to
nam otezava situaciju je nemoguénost uzimanja viSe od jedne opservacije u jednom
vremenskom trenutku. No bez obzira na ovaj problem u analizi, smatraemo vremensku
seriju jednom realizacijom koja se moze dobiti iz beskonacnog skupa vremenskih serija,
odnosno ansambla realizacija.

Najpotpuniji nacin opisivanja strukture zavisnosti stohastickog procesa jeste
formiranje funkcije rasporeda stohastickog procesa. Kao Sto je pokazao Kolmogorov,
ako stohasticki proces ispunjava odredene wuslove regularnosti (simetrije i
kompatibilnosti), nije potrebno formirati funkciju rasporeda beskona¢no dimenzionog
stohastickog procesa. Znac¢i da je i na osnovu kona¢nog skupa slucajnih promenljivih
{X,,w X } dobijenog iz stohastickog procesa {X:t=0,11,42,...}, moguce potpuno

opisati  strukturu zavisnosti na osnovu funkcije rasporeda F(th,..., th;é’t)
n—dimenzione promenljive. Ovu funkciju oznaCavamo krae F(X,,..,X,). Pri tome
podskup indeksa (t <t, <..<t ) pripada skupu T za sve vrednosti n (gde je n
pozitivan ceo broj). Zavisnost ove funkcije rasporeda kao i njenih parametara 6, od

vremena jeste osobina stohastickog procesa koju nazivamo vremenskom heterogenoscu.
Ona stvara nepremostive teSkoce u modeliranju realnih pojava posto obi¢no raspolazemo
samo jednom opservacijom za svako t. Stoga se ograniCavamo na jednu vaZnu klasu
stacionarnih procesa koju karakteriSe vremenska homogenost. Za takve procese kaZemo
da su u svojevrsnoj statistickoj ravnotezi.

Definicija. Striktna stacionarnost’. Stohasticki proces {X,:teT} je
striktno stacionaran ako je za ma koji podskup (t,t,,...,t,) iz T i ma
koje ke T

F(Xy e Xy ) = F (X rn X ) (4.1)

Znaci da funkcija rasporeda stohastickog procesa ostaje neizmenjena kada se pomeri
(translira) u vremenu za proizvoljno K. Pojam striktne stacionarnosti je koristan u
kontekstu teorije verovatnode, ali je od male koristi u prakticnom modeliranju jer je

2 . . . . . v . . 1 ~
Striktna stacionarnost naziva se i stacionarnost u uZem smislu, kompletna stacionarnost ili stroZa
stacionarnost.
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baziran na nepoznatoj funkciji rasporeda. Stoga ¢emo uvesti pojam stacionarnosti u
Sirem smislu. To je tip stacionarnosti za koji bismo rekli da sluZi u operativne svrhe.
Prethodno definiSimo prva dva momenta stohasti¢kog procesa.

Funkcija sredine procesa p, je

w=E(X), 4.2)
Primer funkcije sredine procesa prikazan je na Slici 4.1. Funkcija varijanse procesa je
of =E(X,—1)* 4.3)
Kovarijaciona funkcija izmedu X, i X u dva vremenska trenutka t, i t, je
y(t ) =E(X, — )X, —4,) » (4.4)
Korelaciona funkcija izmedu X, i X _ je

r(t.t)
p(t,t,) :ﬁ
0. \Jor

Funkcija rasporeda za striktno stacionaran proces je ista za svako t. Kod ove klase
stohastickih procesa funkcija sredine procesa je konstantna (z, =) kao i funkcija

(4.5)

varijanse procesa (o =o?).

Striktna stacionarnost N—tog reda implicira stacionarnost drugog reda, pa za ma koje
cele brojeve t, t, i k imamo y(t,t,)=y(t +kt,+K) i p(t,t,)=p( +k,t, +k).
Stavljaju¢i da je t =t i t,=t—k dobijamo y(t )=yt t+k)=y(t-kt)=y i
pt,t,)=pt t+k)= p(t—k,t)=p,. Prema tome kovarijaciona i korelaciona funkcija
za X, i X,_, funkcije su samo vremenskog intervala, odnosno veli¢ine K. Osim u

veoma jednostavnim slucajevima praktiéno je nemoguce na osnovu jedne realizacije
stohastickog procesa odrediti njenu funkciju rasporeda. Stoga u analizi vremenskih serija
koristimo pojam stacionarnosti m—tog reda koju definiSemo preko prvih m momenata
stohastickog procesa.

Definicija. Slaba stacionarnost. Stohasticki proces {X, :teT} je
stacionaran m—tog reda ako za ma koji podskup (t,t,,...,t.) iz T i ma
koje keT, funkcija F(X,,..,X, ) je reda m i momenti zdruZeni
promenljivih X ,..., X, jednaki su odgovarajuim momentima zdruZenih

promenljivih X, ..., X, ., .

E[(X,)™ (X)™ oo (X)™ | = E[ (X )™ (X a)™ e (X )™ | (4.6)

gde je m+m,+...+m <m.
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Za proces kazemo da je stacionaran m-—tog reda ako postoje svi njegovi momenti
m-—tog reda koji su vremenski invarijantni (ne zavise od pocetnog vremenskog
trenutka). Tako na primer slaba stacionarnost drugog reda’ zna&i da je proces sa
konstantnom sredinom i varijansom, a da kovarijaciona i korelaciona funkcija zavise
samo od vremenskog intervala.

Vazan primer stohasti¢kih procesa jeste normalan ili Gausov proces koga karakterise
to da je njegov zdruZeni zakon verovatnofe normalan. Kako je normalan raspored u
potpunosti opisan sa prva dva momenta, striktna i slaba stacionarnost su ekvivalentne za
Gausov proces. Ako u daljem tekstu nije drugacije reCeno podrazumevade se da je
razmatrani proces normalan proces.

Da bismo na osnovu jedne realizacije stohastickog procesa dosSli do zakljucka o
karakteristikama procesa pored ogranicenja vremenske homogenosti uvodimo jo§ i
ograni¢enje u pogledu memorije procesa. Slabija forma tog ograni¢enja® memorije
procesa, kod procesa koji je slabo stacionaran drugog reda, zahteva da
7, =Cov(X,, X, ,)—0, kada k—> oo (detaljnije kod Spanosa (1986)). Ergodicnost se

moZe posmatrati kao uslov koji osigurava da ¢e memorija procesa merena sa y, slabiti

uproseCavanjem tokom vremena. On je uveden da bismo omogudili modeliranje
vremenske zavisnosti stohastickog procesa koriS¢enjem konacnog skupa parametara. Dva
spomenuta ogranienja (na vremensku heterogenost i memoriju procesa) obezbeduju
nam izvodenje asimptotskih rezultata bitnih za statisticko zakljucivanje u okviru analize
vremenskih serija. Ona nam dozvoljavaju da smatramo vremensku seriju u odredenom
smislu tipicnom za posmatrani stohasti¢ki proces i time da vremenski prosek koristimo
kao ocenu odgovarajuce sredine procesa. Formalno, definicija ergodiCnosti je iskazana
na sledeci nacin:

Definicija. Ergodicnost. Slabo stacionaran proces drugog reda {X, :teT}

je ergodican ako

. 1E
lim E;}/k =0 4.7)

Ergodic¢nost je ispunjena za vecinu stacionarnih procesa koji se srecu u praksi. Ako
je proces ergodian znaci da sa povecanjem duZine vremenske serije momenti iz uzorka
konvergiraju u srednje kvadratnom smislu ka odgovarajuéim momentima populacije.
Drugim re¢ima vremenski prosek za jednu realizaciju procesa konvergira ka proseku
celog ansambla realizacija. Uz uslov ergodi¢nosti vremenski prosek ¢e biti nepristrasna i

3 . . . . Ve . . .
Slaba stacionarnost naziva se i stacionarnost u Sirem smislu, a slaba stacionarnost drugog reda i
stacionarnost u kovarijansi.

4 . . . .
Naziva se i asimptotska nekorelisanost.
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konzistentna ocena populacione sredine kao §to ¢e i ocena kovarijacione funkcije biti
konzistentna ocena populacione kovarijacione funkcije.

U okviru ovog poglavlja ukratko smo prikazali osnovne pojmove vezane za
stohastitke procese i to u meri u kojoj je potrebno za nase dalje izlaganje. Citalac mozZe
u knjizi Fullera (Fuler) (1976), Hannana (Hena) (1970), Nerlove i dr. (1979) i Spanosa
(1986) procitati opSirnije o stohasti¢kim procesima u funkciji analize vremenskih serija.

4.3 AUTOKOVARIJACIONA | AUTOKORELACIONA FUNKCIJA

4.3.1 Definicija i osobine

Pri definisanju slabe stacionarnosti istaknuto je da je u definiciji klju¢na veli¢ina
kovarijaciona ili korelaciona funkcija. S obzirom da smo ih definisali za
jednodimenzioni stohasticki proces (posmatrali smo jednu slucajnu promenljivu kako
evoluira tokom vremena) uobiCajeno je da ih nazivamo autokovarijaciona i
autokorelaciona funkcija.

Kod stacionarnog procesa {X.}, sredina E(X,)=x i varijansa Var(X,)=o> su
konstantne, a kovarijanse Cov(X,, X,) su funkcije samo vremenskog intervala |t—s]|.

Zato je kovarijansa izmedu X, i X _,:
7 =Cov(X,, X, ) =EX, = 1)(X, ., — 1) , (4.8)
a koeficijent korelacije izmedu X, i X, , je

P, = Cov(X,, X)) %
k — - B
War(X)War(X,) 7

gde smo oznacili Var(X,)=Var(X,,)=7,. 7 Jje funkcija od Kk i naziva se

4.9)

autokovarijaciona funkcija, a funkcija p_ naziva se autokorelaciona funkcija.

Za stacionarni stohasticki proces mogu se pokazati sledeée osobine autokovarijacione
i autokorelacione funkcije:

1. y,=Var(X,), p,=1.
Ovo svojstvo sledi iz jednacine (4.8) i (4.9) za k=0.
2. %=V7u«> P.=pP- (osobina simetriCnosti)

Zaista na osnovu uslova stacionarnosti dobijamo:

7, =Cov(X,, X, ,)=Cov(X,,,X,)=Cov(X,, X, ,,) =7
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Slicno imamo 1 p,=p, na osnovu jednaCine (4.9). Prema tome,

autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija su parne funkcije docnje K. Zbog
ove simetrije autokorelacione funkcije ona se izraCunava i graficki prikazuje
samo za nenegativne docnje pri ¢emu se sam grafik naziva korelogram.

3. InkEr, 1ol

Ove nejednakosti slede na osnovu Cinjenice da je varijansa sluCajne promenljive
Y =4 X,+4,X,, nenegativna, gde su A, i A, proizvoljne konstante. Kako je
Var(Y) =Var(4 X, + LX) = (A2 +A2)c* +24 4y, , za A =A,=1 dobijamo
7.>-0°, paje p >-1.Kada je 4 =11i A, =-1, dobijamo o>y, , pa je
o <+1.

4. Autokovarijaciona matrica I'| je pozitivho semidefinitna, odnosno determinanta

matrice
B Y R 70 N I S . SR A
7 Yo oo Ve Py 1 P Pl
L' =7 4 Yoo 0 Vo =’ P P 1 - ps :O-an
_yn—l yn—2 7/n—3 '“ 7/0 _ _pn—l pn—2 pn—3 e l i

i svi njeni glavni minori su pozitivni ili jednaki nuli. Sa P, smo oznadili

n
autokorelacionu matricu koja je takode pozitivno semidefinitna. Ovo je opstiji
rezultat od prethodnog i sledi na osnovu Cinjenice da je varijansa slucajne
promenljive Y = A4 X, + A4, X, +...+4,X,_,,; nenegativna.

t—n+

5. Mada stohasticki proces ima jedinstvenu kovarijacionu strukturu, obrnuto nije u
opstem slucaju taéno. Cak i za stacionaran normalan proces, koji je u potpunosti
definisan sredinom, varijansom 1 autokorelacionom funkcijom, potreban je
dodatni uslov (poznat pod nazivom uslov invertibilnosti) da bi se postigla
jednoznacna korespondencija izmedu stohastiCkog procesa i autokorelacione
funkcije. Ove objaSnjava teSkoce u interpretaciji korelograma.

Napominjemo da ne moZe ma koja proizvoljna funkcija koja zadovoljava uslove (1)-
(3) biti autokovarijaciona, odnosno autokorelaciona funkcija. Potreban uslov da neka
funkcija bude autokovarijaciona 1ili autokorelaciona funkcija nekog stacionarnog
stohastickog procesa jeste da je pozitivno semidefinitna.

4.3.2 Ocena sredine, autokovarijanse i autokorelacije

Slabo stacionarnu vremensku seriju u potpunosti opisuju sredina g, varijansa ¢ i
autokorelaciona funkcija p,. Zadatak nam je da na osnovu jedne realizacije

stohastickog procesa (X,, X,,..., X,) ocenimo navedene pokazatelje. Ovaj zadatak ¢emo
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uspeSno reSiti ukoliko posmatrani proces zadovoljava pretpostavke stacionarnosti i
ergodicnosti.

Ocena sredine. Kao S§to je uobiCajeno u statistici, "prirodna" ocena sredine
stacionarnog procesa jeste uzoracka sredina:

n

X =

S|

X, (4.10)

t=1

Ocigledno je E(X) =, paje X nepristrasna ocena od x . Varijansa ove ocene je

Var(X) :n—lzzn:ZH:COV(Xt, Xs) :Liipt—s

0
2
t=1 s nN" oo

n-1 n-1 k
=y (”—|k|)pk=ﬁ > (1—ujpk (4.11)

n" -y [ S

gde je k=t—s. Ako je

lim E (1—%]@ <0, (4.12)

n—oo k=—(n-1)

tada Var(X)—0, kada n—>o, pa je X konzistentna ocena za s . Koriéenjem
pretpostavljene osobine ergodi¢nosti stohastickog procesa moZe se pokazati® da je
vrednost limesa u izrazu (4.12) zaista konaCna, Sto implicira osobinu konzistentnosti
ocene X . Pojednostavljeno reteno, ukoliko su medusobno dovoljno udaljene vrednosti
procesa nekorelirane, tada c¢emo dodavanjem novih opservacija dobiti korisnu
informaciju kojom ce se sredina opservacija pribliZiti sredini ansambla realizacija.

Ocena autokovarijacione funkcije. Na osnovu jedne realizacije stacionarnog
stohastickog procesa formiramo sledece ocene autokovarijacione funkcije:

~ 1 _ _
V== 2, (X = X)X, = X) (4.13)
N
ili
- 1 n _ _
W=~ (Xt - X)(thk - X) . (4.14)
n-k t=k+1

Pokazimo da su obe ocene pristrasne ocene populacione autokovarijacione funkcije.
Suma u oba izraza je

* Videti na primer: Wei (Vei) (1990, ss. 18-19).
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n

> (X, = X)X =5 = 2 [ == (K= @) [ (K - )~ (X - )] =

t=k+1

=3 X )K= 1)~ (K= ) Y (K= 1)~ (K =) Y (K = 1) + (= k)X — 1)

t=k+1 t=k+1 t=k+1

= 3 (X = )Xoy — 1)~ (1 —K)(X - 1) 4.15)

t=k+1

gde smo izraze zt”:m(xt—y) i Zt”:m(xt_k—y) aproksimirali sa (n—K)(X — ).

Ocekivana vrednost prve ocene je:

E(J’/\k)z}/k_%}/k_(n—;kjvar(i)’ (4.16)

a druge
E(7.) =y, —Var(X). (4.15)

Ako je razmatrani proces ergodiCan, tada su obe ocene asimptotski nepristrasne.
Medutim, u opStem slucaju ocena autokovarijanse (4.13) ima vecu pristrasnost nego
ocena (4.14), posebno ako je k veliko u odnosu na n. Preporuka je u empirijskim
istrazivanjima da se na osnovu vremenske serije duZine N, rauna ne vie od n/4
autokovarijacionih koeficijenata. Zbog pristrasnosti obe ocene koristimo Kkriterijum
srednje kvadratne greSka u cilju njihovog poredenja. Za jednu klase stohasti¢kih procesa
ocena 7, ima manju varijansu i srednje kvadratnu greku od ocene 7, . Uzimajuéi u

obzir sve pozitivne i negativne strane ove dve ocene preporuka je da se u empirijskim
istrazivanjima koristi ocena data izrazom (4.13).
Ocena autokorelacione funkcije. Uzoralka autokorelaciona funkcija p, data je
izrazom
n —_— —_—
~ Z(xt_x)(xt—k_x)
O =  k=012,.. (4.16)
o > (X=X’
t=1

gde je X sredina vremenske serije. Umesto oznake 0, za ocenu autokorelacionih
koeficijenata koristi se i oznaka I . Graficki prikaz uzoraCkih autokorelacionih

koeficijenata p, sa duzinom docnje K na apscisi nazivamo uzoracki korelogram.

Za stacionarni Gausov proces Bartlett (Bartlet) (1946) je pokazao da se za veliko n
i uz uslov da je p, =0, za k>m (gde je m broj uzorackih autokorelacionih

koeficijenata), raspored uzoracke autokorelacione funkcije moZe aproksimirati normalnim
rasporedom Cija je sredina jednaka p, , a varijansa priblizno jednaka:
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- 1
Var(p,) ==(1+2p7 +2p; +..+2p}) . (4.17)
n
Kako su nam koeficijenti u izrazu (4.17) nepoznati u empirijskom istraZivanju
zamenjujemo ih odgovaraju¢im uzoraCkim autokorelacionim koeficijentima. Tako cemo
u prakti¢noj primeni uzastopno povecavati vrednost m, pa ¢emo na osnovu uzorackih
koeficijenata p,, a prema izrazu (4.17), oceniti varijanse ocena autokorelacionih
koeficijenata p,, p,, ..., P, kao n', nt(@1+2p7), ..., ntA+2p97 +..+2p7 ).
Standardne greSke ocena autokorelacionih koeficijenata dobijaju se zatim kao vrednost
kvadratnog korena iz navedenih izraza. Pored ove, Bartlettove aproksimacije, za
testiranje hipoteze da su autokorelacioni koeficijenti jednaki nuli na svim docnjama,

koristimo i sledecu "grublju" aproksimaciju standardne greSke ocene autokorelacionih
koeficijenata:

5. - | (4.18)

Primer 4.1 Na osnovu deset opservacija vremenske serije iz Tabele 4.1 (druga
kolona) odrediti realizovanu vrednost sredine i prva tri autokovarijaciona
1 autokorelaciona koeficijenta. Pokazati na primeru prva tri
autokorelaciona koeficijenta da i za uzoracku autokorelacionu funkciju
vaZi osobina simetri¢nosti (p, = p_, ). Koridéenjem Bartlettove i "grublje"

aproksimacije date izrazom (4.18) izraCunati standardne greSke ocene
autokorelacionih koeficijenata. Nacrtati uzoracki korelogram i u njega
uneti donju i gornju granicu 95% intervala poverenja autokorelacionih
koeficijenata.

Tabela 4.1 IzraCunavanje autokorelacione funkcije

t X‘ X‘ - X (X[ - X)z XH (X‘ a X)(Xt—l B X) sz thz Xt+1 an an
1 8 -2 4 - - - - 14 5 15
2| 14 4 16 8 -8 - - 5 15 9
3 5 -5 25 14 -20 8 - 15 9 7
41 15 5 25 5 -25 14 8 9 7 13
5 9 -1 1 15 -5 5 14 7 13 7
6 7 -3 9 9 3 15 5 13 7 10
71 13 3 9 7 -9 9 15 7 10 12
8 7 -3 9 13 -9 7 9 10 12 -
91 10 0 0 7 0 13 7 12 - -
10| 12 2 4 10 0 7 13 - - -
100 - 102 - -73 - - - - -

Sredina serije je X =10 Ocena varijanse serije je

y —ii(x —X)z—iloz—loz
o0&\ 10 |
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Ocena prvog autokovarijacionog koeficijenta je
- 18 - - 1
=1 2 O~ KXy =15 (73)

a ocena prvog autokorelacionog koeficijenta je

p=t-"I3_ _g7157.
7, 10.2

Proveriti da je y,=2, 7,=25, p,=0.1961 i p,=0.2451. Kori§éenjem
elemenata iz poslednjih pet kolona pokazati da je zaista p, =p_, , tj. da
je uzoracka autokorelaciona funkcija simetricna oko pocetka .

Na osnovu ocenjenih autokorelacionih koeficijenata dobijamo za k=1,
Var(p)=1/n=0.1, pa je standardna greska ocene S, =0.3162. Za

k=2 je Var(p,)~=1/n(l+2p})=1/10(1+2(-0.7157)*) =0.2024, a
greSka  ocene je S, =0.4499. Naposletku  za k=3 je
Var(p,) =1/n(1+2p7 +2p2) =1/10(1+ 2(-0.7157)* + 2(0.1961)*) = 0.2101

a standardna greska ocene je S, =0.4584 . Donja i gornja granica 95%

P3
intervala poverenja autokorelacionih koeficijenata su +1.96//n  kod

"grublje" aproksimacije, a na osnovu Bartlettove aproksimacije dobijamo
+1.96S, . Ove granice su unete na korelogram na Slici 4.2.

Slika 4.2 Korelogram i odgovarajuéi interval poverenja na osnovu:

(a) "grube" aproksimacije, (b) Bartlettove aproksimacije

Sa korelograma uofavamo da na osnovu Bartlettove aproksimacije
dobijamo Siri interval poverenja u odnosu na interval baziran na
standardnoj greSci ocene autokorelacionih Kkoeficijenata prema izrazu
(4.17). Mada je broj opservacija vremenske serije suviSe mali da bi se na
osnovu  njih  kvalifikovano  sudilo o  statistickoj  znacajnosti
autokorelacionih koeficijenata, viSe kao ilustraciju navodimo da je na
osnovu korelograma samo p,; statisticki znacajno razli¢ito od nule, a da
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preostala dva koeficijenta nisu. Zakljucak je isti bez obzira na koriSéenu
aproksimaciju greSke ocene koeficijenata, §to inae ne mora uvek biti
slucaj. Dakle, na osnovu korelograma kao Sto je ovaj na Slici 4.2
mozemo zakljuciti da su statistiCki znacajni oni koeficijenti koji izlaze
van granica intervala poverenja. [

4.4 LINEARNI PROCESI

U okviru ovog poglavlja upoznajemo osnovne pojmove i teorijske rezultate na
kojima zasnivamo izlaganje stohastickih modela vremenskih serija u ovoj knjizi. Na
prvom mestu je rezultat Wolda (1938), odnosno dobro poznata Woldova teorema
razlaganja prema kojoj se svaki stacionarni proces moZe izraziti kao zbir dva
medusobom nekorelisana procesa, jednog Cisto deterministickog® i jednog &isto
nedeterministickog’. Pri tome se &isto nedeterministicki proces moZe izraziti u sledecoj
formi:

0

X, =U+EFWYE L TY,E 5+ = ,u+21//j8t7j s W, =1 (4.19)
j=0

gde je {¢ :t=0,£1,%2,...} niz nekoreliranih sli¢ajnih promenljivih iz odredenog, obi¢no
normalnog rasporeda. Prema Woldovoj teoremi sledi da je reprezentacija procesa data u
formi (4.19) dovoljno opSta da obuhvati sve slabo stacionarne stohasticke procese.
Proces definisan izrazom (4.19) naziva se linearni proces’. Svi modeli vremenskih serija
koje razmatramo u ovoj glavi predstavljaju primere Cisto nedeterministickih procesa.
Kori§éenjem operatora docnje linearni proces moZemo napisati u saZetijem obliku:

X, —u=QA+y,B+y,B* +.)e =w(B)eg (4.20)

gde smo sa w(B) oznaCili polinom po operatoru docnje, pri femu je

Linearni proces se definiSe na osnovu stacionarnog stohastiCkog procesa {&,} koji

nazivamo procesom belog Suma’ (engl. white noise process) ili potpuno slucajan proces.

 Pod Cisto deterministickim procesom podrazumevamo process kod koga se postize perfektno

predvidanje buducih vrednosti na osnovu sopstvenih proslih vrednosti.
" Za dokaz Woldove teoreme videti Hannan (1970, s. 137).

¥ Izraz (4.19) za linearni process naziva se i MA reprezentacija (od engl. Moving Average — pokretni
procesi), odnosno Woldova reprezentacija. Koristi se i naziv linearni filter, kojim se Zeli naglasiti da se
jedan ulazni process, u posmatranom sistemu transformise ili filtrira u drugi, izlazni process.

’ Naziv beli $um proisti¢e is frekventne analize ovoga procesa koja ukazuje na to da sve frekvencije
daju isti doprinos varijansi procesa. Postupak frekventne analize analogan je spektralnoj analizi sunceve
(bele) svetlosti kojom prilikom se vrSi njeno razlaganje na sedam boja. Svaka od tih sedam boja daje
podjednak doprinos formiranju bele boje.
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Njega formira niz sluCajnih promenljivih, medusobom nekoreliranih, koje poti¢u iz
odredenog rasporeda kod koga je: E(g) =0, sa konstantnom varijansom Var(g,)=oc" i
kovarijansom y, =Cov(g,, ¢, ,)=0, za svako k0. Odavde sledi da je proces belog

Suma stacionaran proces Cija je autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija:
2
o, k=0]| . 1, k=0
Ve = 1 p = 4.21)
0, k=0 0, k=0
respektivno. Vaznost procesa belog Suma u analizi vremenskih serija ne proizilazi iz
njegove pogodnosti za modeliranje vremenske serije, nego otuda S$to on sluZzi za
konstruisanje drugih procesa. S druge strane, njegovi pokazatelji kao Sto su

autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija, odnosno statistike iz njih izvedene, koriste
se kao reperne vrednosti za poredenje istih pokazatelja i statistika drugih procesa.

Odredimo ocekivanu vrednost, autokovarijacionu i autokorelacionu funkciju linearnog
procesa datog izrazom (4.19). Ocekivana vrednost je E(X,)= u, §to sledi s obzirom na

definiciju procesa belog Suma. Autokovarijansa na nultoj docnji linearnog procesa je:
Vo= E(X,— 1)’ = E(, + 164 + W6 5+

= E(gtz) +l/112E(8t2_1) +l//22E(€t2—2) +..

=o’+ylo’+ylot+..=c" Dyl (4.22)
j=0
Autokovarijansa na K —toj docnji je:
7= E(X = )(X o =)

=E(e +yie + Vo, H ot WEL T Wi ) (E s HWE L )

= LY A YW F VWi T ) =T DWW - (4.23)

j=0

Koli¢nik izracunatih autokovarijansi definiSe autokorelacionu funkciju linearnog
procesa:

po==0 (4.24)

Sada se moZe iskazati uslov stacionarnosti procesa X,. IzraZavamo ga preko uslova
nametnutog na y —pondere. Ovih pondera u opStem slucaju imamo beskonacno mnogo,

pa je za stacionarnost procesa potrebno pokazati da je y, konatno za svako K. Bez
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umanjenja opStosti pretpostavicemo da je u daljem tekstu 4 =0, ako nije drugacije

reCeno. Kako je |yk|=|E(tht7k)|S[Var(xt)Var(thk)1’2 22 l/IJ, znaci da je
Ziot//jz < oo uslov stacionarnosti linearnog procesa.

Za potrebe daljeg izlaganja definiSimo funkciju generatrisu nekog niza. U opStem
sluCaju funkcija generatrisa omogucava da se na kompaktan nacin zabelezi informacija

sadrZzana u nekom nizu. Neka je dat niz Qpy Oy Qe Oy e koji mozZe biti beskonacan.

Funkcija generatrisa ovog niza je

a(z) = iajzj . (4.25)
j=0

Kao Sto je u teoriji verovatnode od posebne vaznosti tzv. funkcija generatrisa
verovatnoca, tako je u analizi vremenskih serija korisno definisati tzv. funkciju
generatrisu autokovarijansi. Ako je dat niz autokovarijansi y,, k=0,£1,£2,..., tada

funkciju generatrisu autokovarijansi (engl. autocovariance generating function)
definiSemo sa

¥(B)= > »B". (4.26)
k=—00

Na osnovu uslova stacionarnosti 1 izraza (4.23) funkcija generatrisa autokovarijansi je

y(B)=0" 3, D wwuB =0 > vB"
k=—00 j=0 j=0 i=0
=o’Y yB'Y v,B' =c’w(Bw(B™), 4.27)
i=0 j=0
gde je i=]j+k i pri ¢emu je uzeto u obzir da je w;=0, za j<0. Na osnovu

funkcije generatrise autokovarijansi definiSemo funkciju generatrisu autokorelacija:

p(B)—z B = 7(8) (4.28)

0

Dve funkcije generatrise date izrazima (4.26) i (4.28) kod pojedinih stacionarnih procesa
predstavljaju analiti¢ko sredstvo za odredivanje autokovarijansi i autokorelacija, a takode
olakSavaju izraCunavanje spektra u okviru frekventne analize stohastickih procesa.

Na kraju ovog poglavlja ukazimo na to kako se na osnovu linearnog procesa datog
izrazom (4.19) definiSu tri posebne klase procesa. Naime, pogodnim izborom
w —pondera mogu se izvesti svi modeli vremenskih serija kojima se bavimo u ovoj

glavi. Kao prvo, izraz (4.19) je ponderisani prosek sluCajnih poremecaja ili Sokova
(engl. random shock) 1 predstavlja MA reprezentaciju linearnog procesa. Pored ove,
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koristimo 1 autoregresionu (AR) reprezentaciju, prema kojoj se tekuca vrednost procesa
regresira na svoje proSle vrednosti, a ukljuCen je i sluCajni poremecaj ¢&,:

Xo=m X +1,X ,+..+¢& (4.29)

Sto se koriS¢enjem operatora docnje moZe saZetije napisati u obliku

7(B)X, =&, (4.30)

gde je 7r(B)=1—ZT:17szj, i 1+ZT:1‘7Z'J-‘<OO pri tom koeficijente u AR

reprezentaciji nazivamo s —ponderi. Ako se linearni proces dat izrazom (4.19) moZze
napisati u formi AR reprezentacije (4.30), tada za proces kazemo da je invertibilan.
Problemom invertibilnosti bavimo se detaljnije u Poglavlju 4.6.

Obe reprezentacije linearnog procesa sadrZze beskonaCan broj koeficijenata, pa su
stoga nepodesne za direktnu primenu u prakticnom modeliranju vremenskih serija u
situaciji kada raspolazemo konacnim brojem opservacija. Zato na osnovu MA i AR
reprezentacije definiSemo modele sa konacnim brojem koeficijenata u nadi da éemo
njima dobro aproksimirati konkretan stohasticki proces. Ako u MA reprezentaciji
stavimo da je prvih ( W —pondera razli¢ito od nule, a ostali jednaki nuli, tada ¢emo

dobiti tzv. proces pokretnih proseka (—tog reda, kraée nazvan MA proces tog reda.
Tako na primer, ako u izraz (4.19) stavimo da je w, =6, i y; =0, za j>2, dobijamo
model X, =g —6¢,,, koji odgovara procesu pokretnih proseka prvog reda. S druge
strane, ako u AR reprezentaciji stavimo da je prvih p =z —pondera razliCito od nule, a
ostali jednaki nuli, tada ¢emo dobiti tzv. autoregresioni proces pP—reda, krade nazvan
AR proces tog reda. Tako na primer, ako u izraz (4.29) stavimo da je 7;=¢ i 7; =0,
za |22, dobijamo model X, =¢X, +¢, koji odgovara autoregresionom procesu
prvog reda. Do ovog procesa mogli smo do¢i na osnovu MA reprezentacije,
koriS¢enjem y —pondera. Ako u izraz (4.19) stavimo da je vy, =¢', tada je
X, =& +@e  +86 o+, odnosno Xi=6+o(e,+ds ,+...), pa je
X, =@ X, +&. Tokom izlaganja vraticemo se na ovu dualnu vezu izmedu dve klase
modela. Naposletku treca klasa modela opisuje tzv. autoregresione procese pokretnih

proseka, odnosno re¢ je o meSovitom modelu koji glasi:

xt _¢1Xt—1 _"'_¢pxt—p =& _01‘9t—1 —..— 0

q7t-q-°

431)

U slucaju da AR i MA modeli za konkretnu vremensku seriju sadrze veliki broj
koeficijenata tada je meSoviti model njihova realna alternativa. Po pravilu na osnovu
njega ¢emo sa manjim brojem koeficijenata u odnosu na AR i MA modele postiéi
pribliZzno istu aproksimaciju posmatranog procesa.
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4.5 AUTOREGRESIONI PROCESI (A R PROCESI)

Ako u AR reprezentaciji linearnog procesa stavimo da je 7, =4, 7,=¢,, ...,
m,=¢, i 7;=0,za j>p dobicemo autoregresioni proces reda p. Autoregresioni

procesi, kao Sto im ime kazuje, impliciraju regresiju na sopstvene vrednosti, otuda i
prefiks auto u imenu ovog procesa. Dakle, za proces {X,} kazemo da je autoregresioni

proces reda P ako je opisan jednacinom
X=X G+ X+ +9, X, +¢&. (4.32)

Znati da je tekuca vrednost procesa linearna kombinacija P sopstvenih proslih
. v o s . 10 . © _ p .
vrednosti plus sluajni poremecaj” ¢,. Kako je ijlﬂ'j —Zj:1‘¢j‘<oo, proces je uvek

invertibilan. Autoregresioni proces (4.32) moZemo napisati u saZetijem obliku
koris¢enjem operatora docnje B :

#(B)X, =¢, (4.33)

gde je #(B)=1-4B-¢4B° —...— ¢,BP. Skraceno oznalavamo autoregresioni proces

reda p kao AR(p) proces.

4.5.1 Autoregresioni procesi prvog reda

Ako u izraz (4.32) zamenimo dobijamo autoregresioni proces prvog reda koji
oznacavamo kao AR(1) proces. Autoregresioni proces prvog reda nazivamo i
Markovljev proces. Dobijamo

X=X, +&, (4.34)
odnosno kori§¢enjem operatora docnje u saZetijem obliku AR(1) proces piSemo u
obliku:
1-¢B)X,=¢, (4.35)
odakle dobijamo
X, =(1-4B) "¢ =(1+¢B+¢'B*+..)¢

= +he THE, ... (4.36)

Na osnovu izraza (4.36) sledi E(X,)=0 i Var(X,)=c’(+¢>+¢ +...). Znadi da

e linearni proces dat izrazom (4.19) sa vrednoScu pondera y/; =¢lj konvergirati ako je

' Za slucajni poremecaj u ovom kontekstu koristi se i izraz inovacija procesa. Njime se obuhvata
novena procesa u trenutku ¢ koja nije objaSnjena proSlim vrednostima serije.
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|¢1|<l, jer je tada varijansa konaCna. Ovaj uslov predstavlja istovremeno 1 uslov

stacionarnosti AR procesa prvog reda. Sto se invertibilnosti ti¢e i za ove procese vazi
ono §to je reCeno uopSte za AR procese konacnog reda, tj. oni su svi invertibilni.

Autokovarijacionu funkciju AR(1) procesa odredi¢emo tako §to éemo pomnoZiti levu
i desnu stranu izraza (4.34) sa X, ,, za k>0, a zatim odrediti ofekivanu vrednost
dobijenog izraza:
E(Xi X ) —AE(X 1 X ) =E(& X)), (4.37)
odakle sledi
Ve — 0 =E(EX ) - (4.38)

Ocekivana vrednost u izrazu (4.38) za k=0 jednaka je varijansi, a za k>0 jednaka
nuli. Tako smo dobili za k=0 i k>0 jednakosti:

Vo—br =0"=y,—dy,, (4.39)
n—¢r.=0, k=12... (4.40)

Zamenom y, =d¢y, u (439) dobijamo y,=0"/(1-¢’) a podelom (4.40) sa ¥,

dobijamo diferencnu jednacinu:

e

o =p =4p (4.41)
Yo
na osnovu koje odredujemo autokorelacionu funkciju AR(1) procesa. ReSavanjem
difrencne jednaline (4.41) dobijamo p, =4 =P, ==8 0 = 0, =",
k=012,... Ako je ¢ >0 vrednosti autokorelacione funkcije opadaju po

eksponencijalnoj krivoj ka nuli, dok za ¢ <0 vrednosti autokorelacione funkcije

alterniraju, opadaju¢i ka nuli, odnosno predstavljaju kombinaciju dve opadajuce
eksponencijalne krive. U oba sluc¢aja opadanje je sporije ukoliko je ¢ blisko granicama

nestacionarnosti: +1 ili —1.

Slika 4.3 Autokorelacione funkcije AR(1) procesa



4.5 Autoregresioni procesi 99

Na Slici 4.3 prikazane su autokorelacione funkcije dva autoregresiona procesa prvog
reda kod kojih je autokorelacioni koeficijent ¢ (a) pozitivan, odnosno (b) negativan.

Primer 4.2 Generisane su vremenske serije od po 500 opservacija iz dva AR(1)
procesa Ciji su koeficijenti ¢ =0.8 i ¢ =-0.8 respektivno. Pocetna

opservacija procesa jednaka je nuli, a za potrebe dalje analize zadrzali
smo poslednjih 250 opservacija. Opservacije procesa belog Suma
generisane su iz normalnog standardizovanog rasporeda koriS¢enjem
programa Micro TSP 6.0. Graficki prikazati dobijene vremenske serije i
nacrtati njihove korelograme.

Slika 4.4 Simulirane vremenske serije dva AR(1) procesa
((a) 1 (b)) 1 njihovi korelogrami ((c) i (d))

U medusobnom poredenju izgleda dve vremenske serije na Slici 4.4(a) i
Slici 4.4(b) uoCavamo da je za pozitivhu vrednost koeficijenta AR(1)
procesa to kretanje relativno glatko, a da =za mnegativnu vrednost
koeficijenta serija mnogo ¢eS¢e menja smer, odnosno kazemo da alternira.

Na osnovu generisanih vremenskih serija izraCunali smo i njihove
autokorelacione koeficijente koje smo prikazali na Slici 44 (c) i Slici
44(d) zajedno sa njihovim 95% intervalima poverenja. Numericke
vrednosti autokorelacionih koeficijenata prezentirali smo u Tabeli 4.2
zajedno sa njihovim standardnim greSkama ocene, pri ¢emu smo koristili
Bartlettovu aproksimaciju.
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Tabela 4.2 Uzoracki autokorelacioni koeficijenti 1 njihove standardne
greske ocene za simulirane AR(1) procese

Model AR(1) procesa: X, =0.8X,,+¢,, &:N(0,1), n=250
k | 1+ ] 2 [ 3 [ 4] s | 6| 7] 8] 9]0

rk 0.85 0.74 0.66 0.60 0.55 0.50 0.46 041 0.35 0.26

S"k 0.06 0.10 0.12 0.13 0.14 0.15 0.16 0.16 0.17 0.17
Model AR(1) procesa: X, =-0.8X,,+¢,, & :N(0,1), n=250

k 1| o2 | s | 4 | s | e | 7| 8 | 9o | 10

I’k -0.78 0.59 -0.46 0.38 -0.31 0.27 -0.19 0.11 -0.05 -0.01

ka 0.06 0.09 0.11 0.12 0.12 0.12 0.13 0.13 0.13 0.13

Na osnovu 95% intervala poverenja autokorelacionih koeficijenata kod
obe vremenske serije moZemo utvrditi statisticki znacajnost populacionih
autokorelacionih koeficijenata. Tako na osnovu prve vremenske serije
konstatujemo da su statisticki znaCajni prvih devet autokorelacionih
koeficijenata, a na osnovu druge prvih Sest. Ovde napominjemo da se
zbog koriS¢enja vremenske serije kona¢ne duzine mogu pokazati
statistiCcki znaCajnim samo autokorelacioni koeficijenti na prvih nekoliko
docnji. U tom sluCaju uzeti u obzir i nacin ponaSanja, odnosno
"is¢ezavanja" preostalih koeficijenata. U tom pogledu oba korelograma
svojim izgledom u potpunosti reprodukuju ranije prikazane teorijske
korelograme sa Slike 4.3. |

4.5.2 Autoregresioni procesi drugog reda

Ako u izrazu (4.32) zamenimo P =2 dobijamo autoregresioni proces drugog reda:
X=X+, X ,+&, (4.42)
koji se preko operatora docnje piSe u obliku
(1-¢B-¢4,B)X, =¢,. (4.43)

Yule je prvi koristio AR(2) proces da bi opisao kretanje jednostavnog klatna. Zato se
ovaj proces naziva i Yuleov proces. Kod AR(1) procesa uslov stacionarnosti je zahtevao
da bude |¢1| <1. Ekvivalentan uslov je da koren ¢ jednagine 1-#B =0, bude veci po

apsolutnoj vrednosti od jedinice. Pri odredivanju uslova stacionarnosti AR(2) procesa
polazimo od kvadratne jednacine:

(1-¢B-¢,B*)=(1-9,B)(1-9,B)=0. (4.44)
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koju nazivamo i karakteristicna jednaCina, a cCije smo recipro¢ne vrednosti korena
oznaCili sa ¢, 1 0,. Na osnovu ekvivalentnog izraza karakteristicne jednaCine

$,B* +$B—-1=0, imamo:

g—1=_¢1+\/¢12+4¢2 i g—l__¢1_\/¢12+4¢2. (4.45)

' 2¢, ’ 24,

Mnozeéi i deleéi koren g;' sa (_¢1_*/¢12+4¢2)’ a koren @," sa (—¢1+1/¢12+4¢2),

dobi¢emo nakon sredivanja:

9 :¢1+\j¢1 +4¢2 i g :¢1_\/¢1 +4¢2_ (4.46)

! 2 2 2

Uslov stacionarnosti AR(2) procesa zahteva da koreni karakteristiCne jednaCine ¢, L

g," leze van jedini¢nog kruga, odnosno da budu po modulu vecéa od jedinice: ‘gl_ l‘ >1
i ‘gz_l‘ >1. Ovi uslovi impliciraju uslove: |91| <1l i |gz|<1. Primenom Vietovih

formula'' na karakteristiénu jednadinu: B® + (¢ /¢,)B—(1/¢,) =0, dobijamo:

1,1 4,11 1

—t—=- -—, 4.47)
gl gZ ¢2 gl g2 ¢2

odakle se posle sredivanja dobija
9. %0, :¢1 19,0, :_¢2 . (4.48)

Na osnovu uslova da je |g1|<1 i |gz| <1 potrebni uslovi stacionarnosti AR(2) procesa,

bez obzira na to da li su koreni realni ili kompleksni, glase:

—2<¢ <2, -1<¢, <1. (4.49)

Koreni mogu biti realni ili kompleksni. Da bi koreni bili kompleksni mora biti
ispunjen uslov: ¢’ +4¢, <0, $to predstavlja dovoljan, a potreban uslov je ¢, <0. U

suprotnom slu¢aju, da bi koreni bili realni mora biti ispunjen uslov: @’ +4¢, >0 $to

¢1_V¢;+4¢2£¢1+V¢£+4¢2:gl<1. (4.50)

znaci da vazi:

-1<9, =

Odavde imamo: -2<g —+/¢ +44, <2 i -2<d¢ +4>+44, <2, §to zajedno sa

drugim ogranicenjem (4.49) implicira sledeéi sistem ogranienja na koeficijente AR(2)
procesa:

"' Vietove formule uspostavljaju vezu izmedu koeficiejenata polinoma i njegovih korena.
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g+d,<l, —g+¢,<1, -1<¢,<1. 4.51)

Ove uslove nazivamo uslovi stacionarnosti AR(2) procesa. Prikazali smo ih na Slici 4.5
posebno oznacavajuci oblast realnih, a posebno oblast kompleksnih korena.

Autokovarijacionu i autokorelacionu funkciju AR(2) procesa odredicemo tako Sto
demo pomnoziemo (4.42) sa X,, 1 zatim odrediti ocekivanu vrednost dobijenog

izraza:

E(XtXt—k) _¢1E(Xt—1xt—k)_¢2E(Xt—2xt—k) = E(gtxt—k) > (4-52)

Slika 4.5 Oblast stacionarnih reSenja AR(2) procesa

odakle se dobija
Ve =V~ 8V =E(E X ). (4.53)

Ocekivana vrednost u poslednjem izrazu za k=0 jednaka je varijansi procesa belog
Suma o° a za k>0 jednaka je nuli. Tako dobijamo

Vo= b7a=by,=0" =V — b7 =, (4.54)
Ve —@Va—br, =0, k=12,... (4.55)
Podelom izraza (4.55) sa y, dobijamo autokorelacionu funkciju

O =hp T hp . K21, (4.56)

Ako u izrazu (4.56) zamenimo k=1 i k=2 dobijamo:

2
=+ = 1_¢1¢ s P =4t P = 1_1¢ +9,, 4.57)
) >

a preostale autokorelacione koeficijente dobijamo koriSéenjem rekurzivne relacije (4.56).

Varijansu AR(2) procesa moZemo odrediti u funkciji koeficijenata procesa 1 varijanse
procesa belog Suma na osnovu izraza (4.54) koji piSemo u obliku
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Vod=dpr —dpp)) =0, (4.58)
odakle zamenom vrednosti p, i p, na osnovu izraza (4.57) dobijamo varijansu od X, :

_1-9, o’ _1-¢, o’

= ——= . (4.59)
1+¢2 (1_¢2) _¢1 1+¢2 (¢1+¢2 _1)(¢2 _¢1_1)

Yo

Slika 4.6 Autokorelacione funkcije AR(2) procesa

Ponasanje autokorelacione funkcije zavisi od koeficijenata ¢ i ¢,, a moZe se ispitati

analizom reSenja diferencne jednaCine (4.56) koja se moZe napisati u obliku:

pk=A1(9£1)k+Az(g;1)k, k=0,12,.., (4.60)

gde su A i A, konstante Cije vrednosti zavise od pocetnih vrednosti p, =11 p,=p,.

Na Slici 4.6 prikazane su autokorelacione funkcije AR(2) procesa za Cetiri
karakteristicne kombinacije koeficijenata ¢ 1 ¢,. Kada su reSenja karakteristicne

jednacine realna (slucaj (a) i (b)) autokorelacione funkcije su kombinacija dve priguSene
eksponencijalne funkcije, a za kompleksna reSenja (slucaj (c) 1 (d)) autokorelacione
funkcije slede putanju priguSene sinusne funkcije.
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4.5.3 Autoregresioni procesi p-tog reda

Autoregresioni proces P—tog reda definisali smo izrazom (4.32), odnosno (4.33).
Uslovi stacionarnosti AR(p) procesa iskazuju se preko karakteristi¢ne jednacine
#(B)=0, ili Sto je ekvivalentno preko jednaCine (1-g¢,B)(1-g,B)..(1-g,B)=0,
odnosno uslova ‘9( l‘>l, za 1=12,...,p koje i—ti koren Q. ! karakteristi¢ne jednacine
mora da zadovoljava. Ova ogranienja impliciraju uslove prema kojima mora biti

|gi|<1 za 1=12,...,p.

Pri odredivanju autokovarijacione funkcije ovog procesa koristimo isti postupak kao i
u sluaju AR(2) procesa. MozZe se pokazati da je autokovarijaciona funkcija AR(p)

procesa data izrazom

V=0Vt t+or ,, k>0, (4.61)
a autokorelaciona funkcija izrazom

P =Pt ho Tt P, k>0, (4.62)

Varijansa procesa y, data je izrazom
2

o
¥y = . (4.63)
’ l_¢1pl_"'_¢ppp
Prvih p jednacina rekurzivne relacije (4.62) glase
PL= g+  pdt.t pp—1¢p
pr= pht ¢+t pp—2¢p (4.64)

Pp = pp—l¢1+pp—2 ¢+t ¢p

1 nazivamo ih Yule-Walkerove jednacine. Na osnovu Yule-Walkerovih jednacina
moZemo uspostaviti relaciju izmedu koeficijenata AR(p) procesa i p autokorelacionih

koeficijenata. U matri¢noj formi Yule-Walkerove jednacine su date izrazom
p=P¢ (4.64)

gde su p'=[p, 0, p,], ¢'=[4,4,...4,] i P autokorelaciona matrica. ReSavanjem

matri¢ne jednacine (4.65) po koeficijentima procesa dobijamo

$=P7p, (4.66)

odnosno
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-1

A 1 P P | A

1
O N ) (4:67)
¢p pp—l pp—2 pp—3 1 ,Dp

PonaSanje autokorelacione funkcije moZemo ispitati na osnovu reSenja diferencne
. e . v . “ . . . “1vk N
jednaCine (4.62). Njeno reSenje se moZe napisati u obliku p = A(g,")" +..+A(9,)",

k=0,12,..., gde su Aj konstante Cije vrednosti zavise od pocetnih uslova, a gl’1 je
i—ti koren Kkarakteristicne jednaline, i1=12,..,p. Uz uslov stacionarnosti |gi|<l

konstatujemo da se ponaSanje autokorelacione funkcije moZe opisati kao kombinacija
priguSenih eksponencijalnih funkcija za slucaj realnih korena, a priguSenih sinusnih
funkcija za slucaj kompleksnih korena.

4.6 PARCIJALNA AUTOKORELACIONA FUNKCIJA

Ispitivanjem autokorelacionih funkcija, odnosno korelograma, imademo poteskoca u
odredivanju reda AR procesa. To se moZe proveriti posmatranjem korelograma AR(1)
procesa na Slici 4.3(a) i korelograma AR(2) procesa na Slici 4.5(a). Da bi razlikovali
AR procese razliitog reda uvodimo novi pojam, tzv. parcijalnu autokorelacionu
funkciju (engl. partial autocorrelation function). U statistici je Cest sluaj da je
korelacija izmedu dve promenljive ustvari rezultat njihove korelisanosti sa treom
promenljivom. Zato koristimo koeficijent parcijalne korelacije kao meru "neto"
zavisnosti izmedu dve promenljive nakon eliminisanja uticaja treée promenljive. U
analizi vremenskih serija deo korelacije izmedu X, i X,, moZe se pripisati njihovoj

korelaciji sa vrednostima serije na docnjama izmedu vremenskog trenutka t i t—K.
Korelaciju izmedu X, i X,_,, nakon S$to je njihova uzajamna zavisnost od tih

medufaznih promenljivih odstranjena, iskazujemo na osnovu parcijalne autokorelacije.
Parcijalna autokorelacija na docnji K je parcijalni regresioni koeficijent u autoregresiji
k —tog reda:

X=Xy P X o+t Go X 6, (4.68)

Ako u Yule-Walkerove jednacine (4.64) koje odgovaraju modelu (4.68) uvrstimo
p=K i ¢ =¢ onda do vrednosti parcijalnih autokorelacionih koeficijenata moZemo

do¢i koriS¢enjem Cramerovog postupka primenjenog na taj sistem jednacina. Tako je

1L o p
1on Al op
_ _ _ _ 1A P2 _ _1P, A p
za k=1, 4,=p,za k=2, ¢, =17 a0 73 k=3, ¢y =771 (4.69)
p oL a1l op
o a1

a u opStem slucaju je
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O < T Py o
2 1 P s P
Pa Peo Pes 0 PL P
1 g o o P P
a1l o P P
Pia Pvz2 Prvs 0 P 1

Matrica u brojiocu je ista kao i matrica u imeniocu osim §to je poslednja kolona
zamenjena sa [p,, p,,..., p,]. Parcijalna autokorelaciona funkcija ima iste osobine kao i

autokorelaciona funkcija, pa je stoga na sliCan nalin interpretiramo. Graficki prikaz
parcijalnih autokorelacionih koeficijenata u odnosu na duZinu docnje naziva se
parcijalni korelogram. Njega u narednoj glavi Kkoristimo u postupku identifikacije
odgovarajuéeg AR modela vremenske serije.

Odredimo vrednosti parcijalnih autokorelacionih koeficijenata za do sada razmatrane
procese. Na osnovu definicije parcijalnih autokorelacionih koeficijenata direktno sledi da
su oni kod procesa belog Suma jednaki nuli na svim docnjama osim nulte, gde je po
definiciji ¢, =1. Kori§¢enjem izraza (4.70) moZemo odrediti parcijalne autokorelacione

koeficijente definisanih AR procesa. Tako imamo za:

AR(1) proces: ¢, =p, =¢,, a¢g,=0,za k>1.
A2

AR(2) proces: ¢11:p1=L, ¢22:M:¢2, a¢g,=0,za k>2.
1-¢, 1-p

AR(p) proces: @, =p;, ¢, 20, ..., 4, #0 adg,=0,za k>p.

ZakljuCujemo da su parcijalni autokorelacioni koeficijenti jednaki nuli za docnje vece
od reda AR procesa. Za AR(p) proces poslednji parcijalni autokorelacioni koeficijent

¢pp jednak je poslednjem autoregresionom koeficijentu ¢p. Ovo je korisno svojstvo

parcijalne autokorelacione funkcije u postupku identifikacije AR modela vremenske
serije.

Do uzoraCke parcijalne autokorelacione funkcije moZzemo doc¢i zamenom uzorackih
autokorelacionih koeficijenata u izrazu (4.70) ili ocenom modela (4.64) kod koga
uzastopno povecavamo duZinu docnje. Medutim, da bismo izbegli ovaj racunski
glomazan i vremenski skup postupak, koristimo Durbinov rekurzivni postupak. Durbin
(1960) je dao efikasan metod za dobijanje reSenja Yule-Walkerovih jednacina, a time i
za dobijanje populacione i uzoracke parcijalne autokorelacione funkcije. Durbinove
rekurzivne formule glase:
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k-1
P~ z ¢k-1,jpk—j
=1

P = ’ ¢kj =¢k—l,j _¢kk¢k—1,k—j . J=12,..,k-1 (4.71)

k-1
1- Z%,-Pj
j=1

Pokazalo se da Durbinova rekurzivna formula kod wuzoracke parcijalne
autokorelacione funkcije nije uvek stabilna u numerickom smislu. Numericki stabilnije
reSenje daje rekurzivni postupak koji je predlozio Pagano (Pagano) (1972).

Primer 4.3 Na osnovu podataka i dobijenih ocena autokorelacionih koeficijenata u
Primeru 4.1 izraCunati prve tri realizovane vrednosti uzorackih parcijalnih
autokorelacionih koeficijenata.

U Primeru 4.1 dobijene su ocene: p =-0.7157, p,=0.1961,
£, =0.2451. Njihovim koriSéenjem u Durbinovoj rekurzivnoj formuli

izraunavamo:

¢, = p, =—0.7157 ,

- ~ ~2 _(_ 2
G, =D _01961-(-07157) o0
1- 1—(~0.7157)

by, = b — b, = (~0.7157) — (~0.6481)(~0.7157) = —1.1795,

7 /63 _¢321/62 _¢?22/51
¢33 = ~ .  ~ =«
1= 60,0 — 5,0,
_ 0.2451—-(-1.1795)(0.1961) — (—0.6481)(-0.7157)
1—(~1.1795)(=0.7157) — (—0.6481)(0.1961)

=0.0444.

Do istog rezultata smo mogli doci koriS¢enjem izraza (4.70), odnosno na
osnovu Cramerovog postupka reSavanja Yule-Walkerovih jednaCina. ]

Pretpostavimo da je stohasticki proces opisan AR procesom p—tog reda. Neka smo
ocenili p+m parcijalnih autokorelacionih koeficijenata koriS¢enjem Yule-Walkerovih
jednacina. Quenouille (Kveni) (1947) je pokazao da za m>0, \/ﬁékk asimptotski
normalno rasporedeno kao N(0,1). Zna¢i da se +1.96/ Jn moze koristiti kao 95%
interval poverenja populacionih parcijalnih autokorelacionih koeficijenata. Ukoliko je
vrednost ¢3kk unutar ovih granica prihvatili bismo hipotezu o nultoj vrednosti

odgovarajuéeg populacionog parcijalnog autokorelacionog koeficijenta. Kako su statistike
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m

72 . . )
i1P5.i.p; imati asimptotski

\/ﬁ¢kk asimptotski nekorelisane, u velikim uzorcima ce nz

7 —raspored sa m stepeni slobode.

Slika 4.7 Parcijalne autokorelacione funkcije AR(2) procesa

Za cetiri AR(2) procesa Cije su autokorelacione funkcije prezentirane na Slici 4.6
odredili smo parcijalne autokorelacione koeficijente i prikazali ih na Slici 4.7. Izgled
parcijalnog korelograma wuslovljen je vrednoS¢u 1 predznakom autoregresionih
koeficijenata, a svi parcijalni autokorelacioni koeficijenti na docnjama veéim od 2
jednaki su nuli.

Primer 4.4 Generisane su vremenske serije od po 500 opservacija iz dva AR(1)
procesa Ciji su koeficijenti ¢ =0.8 i ¢ =—-0.8 respektivno (videti Primer

4.2). Pocetna opservacija procesa jednaka je nuli, a za potrebe dalje
analize zadrzali smo poslednjih 250 opservacija. Opservacije procesa
belog Suma generisane su iz normalnog standardizovanog rasporeda. Za
dobijene vremenske serije izraCunati 1 nacrtati njithove parcijalne
korelograme.

Na osnovu generisanih vremenskih serija izraCunali smo njihove
parcijalne autokorelacione koeficijente koje smo prikazali na Slici 4.8(a) i
Slici 4.8(b) zajedno sa njihovim 95% intervalima poverenja. Numericke



4.6 Parcijalna autokorelaciona funkcija 109

vrednosti autokorelacionih koeficijenata prezentirali smo u Tabeli 4.3 kao
1 njihove standardne greSke ocene.

Tabela 4.3 Uzoracki parcijalni autokorelacioni koeficijenti i njihove standardne greSke

ocene za simulirane AR(1) procese

Model AR(1) procesa: X, =0.8X,;+¢,. & :N(0,1), n=250
k | 2 s [ a ] s ] e | 7] 8] 9o | 10
é\kk 0.85 0.09 0.06 0.05 0.26 0.00 0.02 -0.02 -0.09 -0.14
S&kk 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12
Model AR(1) procesa: X, =-0.8X,,+¢,, & :N(0,1), n=250
k | 2 ] s [ 4 ] s ] e | 7] 8 ] 9o | 10
Akk -0.78 -0.03 -0.03 0.08 0.03 0.05 0.10 -0.07 -0.01 -0.09
S¢;kk 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12

Slika 4.8 Parcijalni korelogrami simuliranih vremenskih serija dva AR(1) procesa

Na osnovu 95% intervala poverenja parcijalnih autokorelacionih
koeficijenata kod obe vremenske serije moZemo utvrditi statistiCki
znaCajnost populacionih parcijalnih autokorelacionih koeficijenata. Tako
na osnovu obe vremenske serije konstatujemo da je statisticki znaCajan
samo prvi parcijalni autokorelacioni koeficijent. Istini za volju kod prve
vremenske serije statistiCki su znacajni 1 koeficijenti na 10. i 20. docnji.
Medutim, pri ocenjivanju velikog broja koeficijenata (20 parcijalnih
autokorelacionih koeficijenata) moze se pokazati statisticki znaCajnim
barem jedan od njih ¢ak i u slucaju kada je on u populaciji zaista jednak
nuli. U tom slucaju taj populacioni koeficijenat moZemo tretirati kao da
je jednak nuli, pogotovo ako se javlja na visokim docnjama. Oba
parcijalna korelograma svojim izgledom u potpunosti reprodukuju ranije
prikazane teorijske korelograme. [
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4.7 PROCESI POKRETNIH PROSEKA (M A PROCESI)

Za proces {X,} kazemo da predstavlja proces pokretnih proseka reda Q ako je

Xo=¢6-0¢&,-66 ,—.—0¢&_,, (4.72)

koji se koriS¢enjem operatora docnje piSe u sazZetom obliku

X, =0(B)e,, (4.73)

gde je 6(B)=1-6B~-..—¢,B". Proces pokretnih proseka je koristan u modeliranju

pojava kod kojih dogadaji uzrokuju trenutne efekte, a koji traju kratak period vremena.
Istrazivanja Slutzkog o uticaju pokretnih proseka na slucajne dogadaje rezultirala su u
definisanju ovog procesa.

Ako u linearnom procesu opisanog izrazom (4.19) y —ponderi uzmu sledece
vrednosti: w,=-60,, y,=-0,, ..., y,=-6,, y;=0, za j>q dobi¢emo proces

pokretnih  proseka  (4.72). Prema  (4.22) varijansa ovog  procesa  je
o’ 1+ 67 +...+9qz) <o, pa zakljuCujemo da ¢e konacni proces pokretnih proseka uvek

biti stacionaran. Ovaj proces oznalavamo kratko kao MA(Q) proces.

4.7.1 Procesi pokretnih proseka prvog reda

Kada u izrazu (4.72) zamenimo (=1 dobijamo pokretni prosek prvog reda:
X, =&-0¢&_,=01-6B)s,. 4.74)

Za MA(l) proces ocigledno je E(X,)=0. Odredimo autokovarijacionu i
autokorelacionu funkciju za ovaj proces. Linearna reprezentacija (4.19) za y, =-6, i
w;=0,za j>1 ima varijansu y, = o’(1+67?) i autokovarijanse y, =—c6, i y, =0,
za k>1. Na osnovu toga autokorelaciona funkcija je

-0

:ﬁ, p =0, za k>1, (4.75)
1

P

odakle sledi da je tekuca vrednost procesa je korelirana samo sa prethodnom i potonjom
vrednoScu Sto sugeriSe da "memorija" procesa iznosi samo jedan period.

UkazZimo na dve karakteristike MA procesa:
1. Za ma koju vrednost koeficijenta 6, MA(1) proces X,=(@1-6B)s i

X, =(1-1/6B)s, imace istu autokorelacionu funkciju.

2. Za MA(l) proces vrednosti autokorelacione funkcije su ogranicene, tj.
-0.5<p, <05, za svako k.
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To se moze pokazati na osnovu autokorelacione funkcije p, tako Sto ¢emo je na
osnovu izraza (4.75) pisati kao kvadratnu jednadinu p,67 +6,+p, =0. Kako €, mora
biti realno, sledi da je |pk|<0.5. Medutim, obe vrednosti koeficijenata 6, i1 1/6,

zadovoljavaju kvadratnu jednaCinu, pa ¢e dva razliCita MA(1) procesa imati identicnu
autokorelacionu funkciju. Time nismo u mogucénosti jednoznacno identifikovati MA
proces na osnovu date autokorelacione funkcije.

Konstatovali smo da je svaki proces pokretnih proseka stacionaran jer sadrzi konacan
broj pondera. Kao Sto smo istakli, autoregresioni proces se moze predstaviti preko
linearnog procesa (4.19) pogodnim izborom y —pondera. Nekad je pozeljno predstaviti

MA proces u formi AR reprezentacije. U tom cilju MA(1) proces piSemo u obliku
& =X,—6¢, ,, a zatim uzastopno zamenjujemo &, ,,& ,,.... izrazima X, _,—0¢,,,

X, ,—6¢& 5, .... Nakon sredivanja dobijamo: & =X, +6,X, ,+6°X,_,+..., odnosno
X, =(-0X, ,—X _,-..)+&. Uz uslov |6?1| <1 dobili smo konvergentnu
autoregresionu reprezentaciju MA(1) procesa. Dakle, ako je |91|<1, MA(1) proces se

moZe "invertovati", tj. izraziti kao AR(w) proces. U takvom sluaju kazemo da je

MA(1) proces invertibilan, a navedeni uslov nazivamo uslovom invertibilnosti. Pondere
u gornjem beskonanom AR procesu nazivamo 7z —ponderi. Oni e konvergirati ako je

ZT:O‘EJ.‘<OO. Kako je 7, =-6), m—ponderi ée konvergirati ako |91|<1, tj. ako je

proces invertibilan.

Slika 4.9 Obicna i parcijalna autokorelaciona funkcija MA(1) procesa
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Koris¢enjem izraza (4.70) ili na osnovu Durbinove rekurzivne formule (4.71)
moZzemo odrediti parcijalne autokorelacione koeficijente MA(1) procesa koji glase:

(-4

k—w,za k>1. (476)

Nasuprot autokorelacionoj funkciji koja se prekida posle prve docnje, parcijalna
autokorelaciona funkcija za MA(1) model lagano odumire na dva nacina u zavisnosti od
predznaka ¢, odnosno predznaka p,. Ako je 6, negativnog predznaka, vrednost

parcijalne autokorelacione funkcije na prvoj docnji je pozitivna da bi zatim alternirala; u
suprotnom opada uzimajuéi samo negativne vrednosti kao Sto je to prikazano na Slici
4.9. Na osnovu parcijalnih korelograma moZe se uociti da je |¢kk| <1/2.

4.7.2 Procesi pokretnih proseka drugog reda

Ako je u izrazu (4.72) zamenimo (=2 dobijamo proces pokretnog proseka drugog
reda
X =& -06,-0,6,, 4.77)
koji se koriS¢enjem operatora docnje piSe u obliku
X,=(1-6B-6,B%)¢,. (4.78)
Kao svaki proces pokretnog proseka konacnog reda i MA(2) proces je stacionaran.
Da bi bio invertibilan koreni jednadine (1—6,B—6,B?)=0 moraju biti po modulu manji
od jedinice. Taj uslov je ispunjen kada je: 6,+6,<1, 6,-6, <1, -1<6,<1, §to je
analogno uslovima stacionarnosti AR(2) procesa.
Do autokovarijacione funkcije MA(2) procesa moZzemo doéi na osnovu
autokovarijacione funkcije linearne reprezentacije (4.19) zamenom pondera y, =-6,,

w,=-0, i y;=0,za j>2. Tako dobijamo autokovarijacione koeficijente:
Vo= (L+ & +62), y,=0°(-6,+00,), y,=-0°0,, . =0,za k>2, 4.79)

a zatim direktno autokorelacione koeficijente:

_~6d-6) 0,

= , == =0,za k>2. 4 .80
L1402 +027 T 1407+ 07 P (4.80)

Model implicira da su opservacije medusobom nekorelisane ako su udaljene viSe od
dva perioda jedna od druge. Kori$¢enjem izraza (4.70) i osobine p, =0, za k>2

MA(2) procesa, dobijamo parcijalne autokorelacione koeficijente

/013 - 0.0,(2-p,)
—p; =2p{ (1= p,)

2
Pr— P,
by =pr> ¢22:12_—plzla ¢33:1

(4.81)
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Slika 4.10 Obicna i parcijalna autokorelaciona funkcija za MA(2) proces

Vrednosti ove funkcije eksponencijalno opadaju ili osciliraju sledeci priguSenu
sinusoidu u zavisnosti od predznaka i veli¢ine koeficijenata 6, i 6,. Na Slici 4.10

prikazane su obic¢na i parcijalna autokorelaciona funkcija svih karakteristicnih slucajeva
MA(2) procesa.

4.7.3 Procesi pokretnih proseka g-tog reda

Izrazom (4.72) definisan je pokretni prosek (—tog reda. Za ovaj proces
autokovarijacionu funkciju moZemo dobiti na osnovu autokovarijacione funkcije
linearnog procesa (4.19) ako su y —ponderi: ¥, =—6,, ..., y,=—-0,, y;=0,za j>Q.

Tada je
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Vo=0"A+ O} +..+6;), y, =0’ (-6, +06,,,+..+0,,0,) ., k=12,.,q

7n=0,za k>q, (4.82)
a autokorelaciona funkcija je

-6, +60,,+..+6,.,0,
= s k:1!2!"'! N :0, k > . 483
Pk 1+912 +m+(9qz ., o za q ( )

Kao §to se moZe videti, autokorelaciona funkcija MA((Q) procesa jednaka je nuli
nakon ( docnji. Ova osobina omogudava nam identifikaciju reda procesa pokretnih

proseka. Na osnovu ponasSanja parcijalne autokorelacione funkcije MA(1) i MA(2)
procesa moZe se sagledati ponaSanje parcijalne autokorelacione funkcije kod MA(Q)

procesa. Ona "odumire" kao meSavina eksponencijalnog opadanja 1i/ili priguSenih
sinusnih oscilacija u zavisnosti od prirode korena karakteristicne jednaine. Ako su neki
koreni kompleksni tada e parcijalna autokorelaciona funkcija sadrzati priguSene sinusne
oscilacije.

Uslovi invertibilnosti MA(Q) iskazuju se preko karakteristicne jednacine &(B)=0,
ili Sto je ekvivalentno preko jednacine (1—hB)...(1—h,B)=0, odnosno uslova ‘hi_l‘ >1
koje i—ti koren Kkarakteristicne jednaCine hi’l, i=12,...,9, mora zadovoljiti. Ova
ogranienja impliciraju uslove prema kojima mora biti |hi| <1 da bi MA(Q) proces bio

invertibilan.

4.8 DUALNA VEZA IZMEBU AR (p) | M A (g) PROCESA

Pri razmatranju AR(1) procesa ukazano je na relaciju izmedu koeficijenata modela i
v —pondera. Ona predstavlja konkretizaciju opSte relacije koja se moZe uspostaviti

izmedu koeficijenata AR(p) procesa i MA reprezentacije (4.19) linearnog procesa. Da
bismo uspostavili navedenu vezu posmatrajmo stacionarni AR(p) proces

pB)X, =&, (4.84)

koji moZemo izraziti u MA formi kao

1
(= & =v(B)e, (4.85)
A(B) v (B)
pri ¢emu je
#(B)w(B)s, =1. (4.86)

Izrazom (4.86) zahtevamo da odgovarajuci koeficijenti uz operator docnje na levoj i
desnoj strani budu medusobom jednaki. Za ilustraciju postupka odredivanja relacije
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izmedu koeficijenata AR procesa i ¥ —pondera posluzicemo se AR(2) procesom. Sada
izraz (4.86) glasi:

(1-¢B-¢,B)1+y,B+y,B* +..)=1. (4.87)

MnoZenjem polinoma u zagradama i izjednaCavanjem odgovarajucih koeficijenata uz
B’, j>0 na levoj i na desnoj strani izraza (4.87) dobijamo sledece relacije:

B': v, —¢,=0 = vi=¢
B': ¥,—dv,—¢=0 = W, =y +¢, = ¢12 + 6, (4.88)
B': w;—dyw,—¢dy, =0 = ‘//3:‘//2¢1+'//1¢2:¢13+2¢1¢2

Na osnovu ovih rezultata induktivho moZemo zakljuCiti da vazi sledeca rekurzivna
relacija za odredivanje y — pondera:

vi=¢, Vi :‘//j_1¢1+‘//j_2¢2’ za |>2. (4.89)

Koriscenjem ove rekurzivne relacije za AR(1) proces kada je ¢, =0 dobijamo da je
v, = ¢1j ,za ]>0. Na osnovu izloZenog kaZemo da je stacionarni AR proces konalnog

reda ekvivalentan MA procesu beskonacnog reda.

S druge strane polazimo od invertibilnog MA(Q) procesa

X,=0(B)¢,, (4.90)
koji piSemo u sledecoj AR formi
1
r(B)X,=——X,=¢,. 491
(B)X, TOREE (491)

Uzmimo kao primer MA(2) proces kod koga je

1
1-7,B—7,B*—7.B3—..)X, = X =g, 492
( 1 2 3 ) t (1—(918—6’282) t t ( )
odakle na na osnovu jednakosti leve i desne strane imamo
(1-6B-6,B*)1-r,B-7,B*-7,B*-..)=1. (4.93)

Jednakost ova dva polinoma podrazumeva jednakost koeficijenata uz odgovarajuce
operatore docnje. Nakon mnoZenja dva polinoma u zagradama i izjednacavanjem
koeficijenata uz operatore docnje dobijamo:

B': -m—-6=0 = m=-6

B': —m,+m6—-6,=0 =  m,=m0-60,=-6"-0, (4.94)

B: —m+7m6+76,=0 = 7y = 7,6, + 7,0,
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Na osnovu ovih rezultata induktivho moZemo zakljuciti da vazi sledeca rekurzivna
relacija: m,=mn, 0 +7, 0,, za j>3. KoriSenjem ove rekurzivne relacije za MA(1)
proces kada je 6, =0 dobijamo 7, = —0/,za j>1. Na osnovu izloZenog kazemo da je

invertibilni MA proces kona¢nog reda ekvivalentan AR procesu beskonacnog reda.

Sumirajuéi dobijene rezultate moZe se rec¢i da stacionarnom AR(p) procesu
konacnog reda odgovara MA proces beskonaénog reda, a da invertibilnom MA(q)

procesu kona¢nog reda odgovara AR proces beskonanog reda. Uzajamna veza
uspostavljena izmedu AR i MA procesa nasla je svoga odraza i u medusobnom odnosu
njihovih obi¢nih i parcijalnih autokorelacionih funkcija. Naime, AR(p) proces ima

autokorelacione koeficijente koji lagano "odumiru" i parcijalne autokorelacione
koeficijente koji su posle p docnji jednaki nuli. Za razliku od ovoga MA(g) proces

ima autokorelacione koeficijente koji su posle ¢ docnji jednaki nuli, a parcijalni

autokorelacioni koeficijenti lagano "odumiru".

49 AR M A PROCESI

Pokazali smo za stacionarni i1 invertibilni proces da se mozZe izraziti ili u MA ili u
AR formi. Medutim, obe reprezentacije mogu sadrZavati relativno mnogo koeficijenata
Sto smanjuje efikasnost ocenjivanja takvih modela.

Opstiji pristup izraZavanju y —pondera u izrazu (4.19) polazi od toga da se polinom
y (B) predstavi kao koli¢nik dva konacna polinoma po operatoru docnje B':

_01B) _ (1-6,B—-...-6 B")

V=B T (4805 (452
Na osnovu toga ARMA(p,q) proces definiSemo kao
X, =0X, —..—¢,X, ,=¢,-0¢,  —..-06g, (4.96)
koji se preko operatora docnje piSe u obliku
(1-¢,B-..—¢,B")X, =(1-6,B-...-0_B")e, (4.97)
odnosno u sazetom obliku
d(B)X, =0(B)e,. (4.98)
Da bi proces bio invertibilan koreni karakteristi¢ne jednacine (1-6,B—...—0_B?)=0

moraju biti ve¢i po modulu od jedinice. Da bi proces bio stacionaran, zahtev je da
koreni karakteristicne jednaCine budu veéi po modulu od jedinice. Takode
pretpostavljamo da ta dva polinoma nemaju zajednickih korena.

Ako izrazimo ARMA(p,q) proces prema izrazu (4.96) u obliku
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Xi=d Xy +"'+¢pxt—p +&—06,—..— e

t-q

(4.99)

moZzemo odrediti njegovu autokovarijacionu i autokorelacionu funkciju. MnoZenjem leve
i desne strane (4.99) sa X, , i odredivanjem ocekivane vrednosti tog izraza dobijamo

Ve =0Viatt+or , tEX &) —GEX &) —O,E(X &) - (4.100)
Kako je E(X, ,&)=0,za k>i, dobijamo autokovarijacionu funkciju

Ve =0Vt toy ., K=(q+1), (4.101)
a autokorelaciona funkcija glasi
Pc=0Pcat PP, k2(q+]) (4.102)

Kao kod AR(p) procesa (izraz (4.62)) i autokorelaciona funkcija ARMA(Pp,q) procesa
"odumire" ka nuli nakon @ docnji Sto zavisi samo od autoregresionih koeficijenata
procesa. Medutim, bitna razlika je u tome Sto prvih ( autokorelacionih koeficijenata
ARMA procesa, POy, Py 4, Py, zavise kako od autoregresionih tako i od koeficijenata

pokretnih proseka. Slicno je sa parcijalnom autokorelacionom funkcijom koja je pod
uticajem MA dela procesa. Bitno je uociti ovu razliku koja se tice izgleda korelograma
ARMA 1 druga dva procesa jer je koristimo u modeliranju konkretne vremenske serije.

4.9.1 ARMA(1,1) procesi

Najjednostavniji proces iz klase meSovitih procesa jeste ARMA(LL) proces.

DefiniSemo ga sa
X =¢X 1 +e-0¢ ,, (4.103)

odnosno kori§éenjem operatora docnje piSemo ga u obliku
(1-¢B)X,=(1-6B)s,. (4.104)

Oc¢ito su AR(1) i MA(1) procesi specijalni slu¢ajevi ARMA(L,1) procesa. Uslov
stacionarnosti zahteva da je |¢1|<1, a uslov invertibilnosti da je |91|<1. Do uslova
invertibilnosti, odnosno stacionarnosti mozemo do¢i iskazujuéi ARMA(L1) proces u
¢istom AR ili MA obliku. U prvom slucaju, koris¢enjem AR forme 7(B)X, =¢,, za

7 —pondere dobijamo

—(-zB-gB’ - )=d=0B)
7(B)=Q1-nB-7,B -..) i 8) " (4.105)
odakle je
(1-6B)1-zB-7,B*-..)=(1-¢B) (4.106)

odnosno
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[1- (7, +6)B—(r,—7,0)B° — (7, — 7,0,)B° —..]=(1-¢B) . (4.107)

Odakle se izjednaCavanjem koeficijenata uz B sa obe strane izraza (4.107) dobija
rekurzivna relacija
;=60 4-6), za j=1. (4.108)

Beskonac¢ni AR proces bice stacionaran ako sz —ponderi konvergiraju, Sto ¢e biti ako
je |(91|<1 (uslov invertibilnosti).

Slicno u drugom sluaju, koriséenjem MA forme X,=w(B)s,, za w —pondere

dobijamo
1-6,B)
B)=(1+w,B+y,B*+... =(—1, 4.109
w(B)=( 4 ¥, ) (1—¢1B) ( )
odnosno
(1-¢4B)(1+w,B+w,B*+..)=(1-6,B) (4.110)

Sto se moZe napisati u obliku
[+ (v, —¢)B+(w, —y.4)B* +..]1=(1-6,B) (4.111)
Odakle dobijamo rekurzivnu relaciju
v, =4 (¢-6).za j=1. (4.112)

Beskonacni MA proces bice invertibilan ako y —ponderi konvergiraju, Sto ce biti

ako je |¢1| <1 (uslov stacionarnosti).

Odredimo autokovarijacionu, odnosno autokorelacionu funkciju ovog procesa. U tom
cilju levu i desnu stranu izraza (4.104) pomnoziéemo sa X, ,, a zatim potraZiti

ocekivanu vrednost dobijenog izraza. Tako dobijamo
Ve = HE(Xe) —GE(X &) (4.113)

Za k=0 dobijamo
]/O :¢17/1+E(tht)_elE(tht,l)‘ (4114)

v . . . 2 v . o .
Prva ocekivana vrednost jednaka je o, a za drugu ocekivanu vrednosti imamo

E(X.&,)=¢E(X, &) +E(ge)—-0E(’,) = (4 —-6)0>. (4.115)
Tako je
Yo :¢171+O-2_‘91(¢1_91)O-2- (4.116)

Kada je k=1 na osnovu (4.113) imamo

n=dy,-60o". (4.117)
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Slika 4.11 Obic¢na i parcijalna autokorelaciona funkcija ARMA(L1) procesa
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Zamenom vrednosti y; u izrazu za y, dobijamo

1+6; 246,

Yo = ¢1270 _¢1‘910-2 +o’ _¢1910-2 + ‘91202 = 1— g2 (4.118)
7
pa je
= (¢1_91)(12_¢191) o2 (4.119)
1-4

Na ostalim docnjama je

V=PV za kK22, (4.120)
Autokorelaciona funkcija ARMA(L,1) procesa data je izrazom:

— (¢1_€1)(1_¢191) , pk :¢1,Ok71, k22. (4.121)

P R 240,

Isti¢emo da autokorelaciona funkcija ARMA(LL) procesa objedinjava karakteristike

AR(1) i MA(1) procesa. Na prvoj docnji vrednost autokorelacione funkcije uslovljena je
kako koeficijentom ¢ tako i koeficijentom 6&,. Na viS§im docnjama autokorelaciona

funkcija ima sli¢an izgled kao kod AR(1) procesa koji je karakterisalo eksponencijalno
opadanje. Medutim ovo opadanje pocinje od p,, a ne od p, =1 kao kod AR(1). Sto se

parcijalne autokorelacione funkcije ti¢e napominjemo da posto ARMA(L,1) proces

sadrzi MA(1) proces kao specijalan slucaj i njegova parcijalna autokorelaciona funkcija
sli¢no parcijalnoj autokorelacionoj funkciji MA(1) procesa, eksponencijalno opada.
Dakle, parcijalna autokorelaciona funkcija ARMA(L1) procesa ima slicno ponaSanje

kao i njena autokorelaciona funkcija. Pri tome oblik funkcije zavisi od znaka i veliCine
oba koeficijenta procesa. Na Slici 4.11 prikazani su karakteristi¢ni korelogrami (obicni i
parcijalni) ARMA(L1) procesa za razli¢ite karakteristicne kombinacije koeficijenata ¢

i 6.

Zadaci
4.1 Razmotriti AR(1) proces: X, =10+0.7X,,+¢&, o> =2. (a) Da li je proces
stacionaran? (b) IzraCunati u«, y,, y,, 7,. Nacrtati autokorelacionu funkciju.
(c) Ako je X, da li ocekujes da e X, biti vece ili manje od sredine?

42 Za svaki od slede¢ih modela izraunati i nacrtati autokorelacionu i parcijalnu
autokorelacionu funkciju: (a) X,-0.6X_,=¢, (b) X,-097X,_,=¢. (¢

t°

X,-1.2X,,+0.3X, ,=¢, (d) X,-13X,,+0.9X, ,=¢,.

43 Pokazati da je AR(2) proces: X, =X, _, +CX,_,+&,, stacionaran za —-1<c<0.

Nacéi autokorelacionu funkciju za ¢c=-1/4.

44 Pokazati da ako je AR(2) proces stacionaran, tada je p{ <(p, +1)/2.
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45 Pokazati da je za AR(2) proces: X, = % X +% X, + &, autokorelaciona

funkcija data sa p, = E[ﬁ)‘k‘ +l[_1)‘k‘ , k=0,£1,42,....

52\ 4 52\ 4

4.6 Pokazati da je AR(3) proces: X, =X_,+CX,_,—CX,,+&, nestacionaran za

sve vrednosti C.

47 Razmotriti MA(1) proces: X,=7+¢& +0.3¢_,, 0°=3. (a) Da li je proces
stacionaran? (b) Da li je proces invertibilan? Ako jeste, izraziti ga u AR
obliku.

48 Ako je X, =0,+¢ +06¢,_,, gde je 6, konstanta, pokazati da autokorelaciona

funkcija ne zavisi od 6,.

49 Naci invertibilan proces koji ima sledecu autokorelacionu funkciju: p, =1,
£, =0251i p =0,za k>2.

4.10 Razmotriti slede¢i MA(2) proces: X, =¢,—0.2¢,_,+0.3¢,_,. (a) Da li je proces
stacionaran? ZasSto? (b) Da 1i je proces invertibilan? ZaSto? (c) Odrediti
autokorelacionu funkciju ovog procesa.

411 (a) Bez koriS¢enja funkcije generatrise autokovarijansi naci autokorelacionu
funkciju za svaki od slede¢ih procesa: (i) X, =¢-0.7¢_,, (i)
X,=¢-14¢,_,+0.7¢,_,. (b) Naci autokorelacionu funkciju za procese iz (a)
koriS¢enjem  funkcije generatrise autokovarijansi. (c) Naci parcijalnu

autokorelacionu funkciju za procese iz (a).

4.12 Pokazati da je autokorelaciona funkcija MA procesa (- tog reda:
q
Xt :Zejgt_j » J =0,1,...,q (9] :%)
j=0

data izrazom
g+1-k

pc=y a+1
0, k>q

, k=0,12,..,9

Da i je proces stacionaran? Zasto?

4.13 Razmotriti MA(6) model sa 6, =06, 6,=-0.36, 6,=0.216, 6,=-0.1296,
0, =0.07776 i1 6, =-0.046656. Pokazati da ce jednostavniji model dati
priblizno iste vrednosti y pondera. (Uputstvo: Koristiti dualnu vezu MA i AR
modela).

4.14 Za svaki od slede¢ih modela: (i) (1-B)X,=(1-1.3B)¢,, (i) (1-0.7B)X, =
=(1-0.4B)¢,, (iii) (1-1.2B+0.7B*)X, =(1-1.5B +0.6B%)¢, , (iv)
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4.15

(1-0.5B)X, =(1-1.3B+0.3B%)¢, . (a) Proveriti da li je model stacionaran i/ili

invertibilan. (b) Izraziti model u MA obliku ako postoji. (c) Izraziti model u
AR obliku ako postoji.

Za svaki od modela: (i) (1-0.5B)X,=(1-0.8)g,, (ii) (1-1.3B+0.7B*)X, =
=(1-0.7B)¢,, (a) Naci autokorelacionu funkciju. (b) Naci parcijalnu auto-

korelacionu funkciju. (c) Naci funkciju generatrisu autokovarijansi.



5 MODELI NESTACIONARNIH VREMENSKIH SERIJA

Do sada smo se bavili klasom stacionarnih stohastickih procesa koje smo opisali
ARMA modelima. Na osnovu izlaganja u prethodnoj glavi isti¢emo osnovnu
karakteristiku stacionarnih stohastickih procesa: konstantnost sredine (nivoa serije),
konstantnost varijanse i zavisnost autokovarijansi samo od vremenskog intervala. Izgled
tipicne vremenske serije koja poseduje navedena svojstva prikazana je na Slici 1.1(a).
Medutim, vedina vremenskih serija uopS$te, a posebno u ekonomiji imaju bar jednu
osobinu kojom odstupaju od karakteristicnog izgleda stacionarne serije. Tako na primer,
serija realnog druStvenog proizvoda SR Jugoslavije u periodu od 1952. do 1991. godine
prikazana na Slici 2.1 pokazuje prisustvo trenda. Drugim reCima, sredina te serije nije
konstantna nego je vremenski zavisna, preciznije reCeno nivo serije se povecava tokom
vremena. Zatim, na Slici 2.4 jasno se uoCava da serija mesecnih indeksa industrijske
proizvodnje u Srbiji u periodu od 1972. do 1989. godine pored vremenski zavisne
sredine ima i varijansu koja se povecava tokom vremena, odnosno sa porastom nivoa
serije. Stohasticke procese i1 vremenske serije sa vremenski zavisnim nivoom i/ili
varijansom nazivamo nestacionarni stohasticki procesi i serije. Modeliranjem takvih
stohastickih procesa bavimo se u okviru ove glave, razlikujuci pri tome procese koji su
nestacionarni u sredini i procese koji su nestacionarni u varijansi.

5.1 UVOD

U klasi¢noj analizi vremenskih serija uobiCajeni nacin modeliranja vremenskih serija
sa trendom (nestacionarne vremenske serije sa promenljivim nivoom) zasnovan je na
prilagodavanju podacima izabrane deterministiCke funkcije vremena - deterministickog
trenda. Tip funkcije je uslovljen izgledom grafika vremenske serije, a najceSée su
koriSéeni polinomijalni i eksponencijalni tipovi trenda. Serija odstupanja opservacija
vremenske serije od ocenjene linije deterministickog trenda tretirana je potom kao
stacionarna serija. Kljucna pretpostavka od koje polaze ovi modeli vremenskih serija,
pogotovu u situaciji njihovog koriSéenja u prognoziranju, je da e izabrani tip funkcije
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trenda vaziti i u bududem periodu. Medutim, veoma cCesto se u primenama javlja
situacija da se za vremensku seriju ne moZe prihvatiti pretpostavka postojanja
deterministi¢ke funkcije vremena kojom bismo u celom posmatranom periodu modelirali
tu nestacionarnu seriju. Tako na primer, serija broja zavrSenih stanova u SR Jugoslaviji
(Slika 2.2), ima sve karakteristike nestacionarne serije, ali istovremeno za tu seriju ne
moZemo pretpostaviti postojanje globalnog deterministickog trenda. Po podperiodima
posmatrana serija ima niz kratkoro¢nih trendova (periode uspona, padova i stagnacije).
Rekli bismo u slucaju ove serije da i sam trend doZivljava promene tokom vremena pod
dejstvom slucajnih faktora. Takav trend nazivamo stohasticki trend. Dakle, u analizi
vremenskih serija uoCava se razlika izmedu deterministiCkog i stohastickog tipa trenda.
Definicijom, osobinama i posledicama neodgovarajue primene ova dva tipa trenda u
modeliranju vremenskih serija bavimo se u Odeljku 5.2.1.

U bliskoj vezi sa konceptom stohastiCkog trenda jeste definicija homogeno
nestacionarnih serija kojima se bavimo u Odeljku 5.2.2. Kod ovih serija stacionarnost
se postize diferenciranjem. Na stacionarne serije dobijene postupkom diferenciranja
primenjujemo zatim teoriju stacionarnih stohasti¢kih procesa za koju je definisana opSta
klasa ARMA modela. Time smo izvr§ili uopStavanje ARMA klase modela i na slucaj
nestacionarnih procesa. NajopStija klasa tzv. autoregresionih integrisanih procesa
pokretnih proseka (standardno ih oznaCavamo kao ARIMA procese) definiSe se u
Poglavlju 5.3 uz razmatranje njegovih osnovnih pokazatelja i funkcija. U okviru istog
poglavlja izlazemo i specijalne procese iz ove klase koji su od posebnog interesa u
ekonomiji. ReC je pre svega o tzv. procesima slucajnog hoda.

Naposletku, glavu zavrSavamo razmatranjem pojave nestacionarnosti u varijansi.
Njome se bavimo u manjem obimu jer je pristup analizi takvih serija u dobroj meri
zasnovan na ranije izloZzenom Box-Coxovom tipu transformacije vremenske serije.

5.2 NESTACIONARNOST U SREDINI

Pre nego $to izlozimo klasu nestacionarnih procesa poznatu pod nazivom ARIMA
procesi ukazademo na razliite nacine modeliranja nestacionarnosti. Prvi, klasi¢an
pristup polazi od toga da se sredina nestacionarnog procesa moZe predstaviti
deterministickom funkcijom vremena. Tada za seriju kaZemo da joj odgovara
deterministi¢ki trend. Drugi pristup zasnovan je na postupku diferenciranja vremenske
serije. Ako se postupkom diferenciranja dobije stacionarna serija tada prvobitna serija
sadrzi stohasticki trend. U drugom delu ovog poglavlja iznosimo dodatne argumente u
prilog kori$éenja stohastickog trenda, odnosno postupka diferenciranja u cilju postizanja
stacionarnosti serije.

5.2.1 Deterministicki i stohasticki trend

Prvi pristup modeliranju stohasti¢kih procesa kod kojih je prisutna nestacionarnost u
sredini zasnovan je na pretpostavci da u opStem slucaju, sredina evoluira kao polinom
po vremenu reda d. Ocenom izabrane linije trenda i racunanjem serije reziduala
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dobijamo stacionarni stohasticki proces. Ovu klasu stacionarnih procesa nazivamo trend
stacionarni procesi, a definiSemo ih na osnovu Cramerovog proSirenja Woldove teoreme
razlaganja za nestacionarne procese. Predstavljamo ih kao zbir deterministicke
komponente g (polinom po vremenu) i stacionarne komponente 77, koja u opStem

slucaju sledi ARMA proces. Ovaj nestacionarni proces piSemo u obliku:

d

X, = +1,=) B! +y(B)s,. (5.1)

j=0
Posto je

E()=w(B)E(5) =0, E(Xt)=E(ut)=Zﬁ,-tj, (5.2)

a koeficijenti f3; ostaju konstantni tokom vremena, ovaj trend nazivamo deterministicki

trend. Sa stanoviSta prakticne primene trend stacionarnim procesom rukujemo kao sa
svakim standardnim regresionim modelom. To znali da nakon regresiranja opservacija
.. 2 d .. . . . .
vremenske serije na "regresore" (1,t,1°,...,t" ) definisane izabranim polinomom, reziduale
ocenjenog trenda posmatramo kao stacionarnu seriju.
Da bismo ukazali na karakteristike trend stacionarnih procesa posluzi¢emo se

jednostavnim primerom. Pretpostavimo da je stacionarna komponenta proces belog
Suma, a deterministi¢ka komponenta linearni trend (d =1). Tada (5.1) piSemo u obliku

X =B, +bt+s,. (5.3)

Otigledno je E(X,)=p8,+pBt i Var(X,)=Var(¢)=0c". Pretpostavimo da smo na
proces (5.3), koji se moze okarakterisati kao trend stacionarni proces, pogresSno
primenili postupak diferenciranja u cilju postizanja stacionarnosti serije. Da bismo
razmotrili kakve su posledice primene ovog pogre$no izabranog postupka transformacije,
posmatrajmo opservaciju procesa u vremenskom trenutku (t—1) i oduzmimo je od

(5.3). Tada sledi:
Xi—Xa=B+&-6,. (5.4)

Dakle, dobijen je ARMA(1,1) proces koji je nestacionaran i neinvertibilan, poSto je
¢ =11 6, =1. Oznatimo prvu diferencu ovog procesa sa W,. Gornji ARMA(1,1)

proces moZemo pisati u obliku:

W, =(1-B)X,=4+(1-B)s,. (5.5)
Posto je E(W,) =/ konstantno, znai da je W, generisano stacionarnim, ali
neinvertibilnim MA(1) procesom.

U opstem slu¢aju ako je polinomijalni trend reda d, a 7, predstavlja ARMA proces

#(B)n, =0(B)s,, tada ée diferenca X, reda d biti opisana procesom
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(1-B)o(B) _
o SIS (5.6)

Sto znali da ée MA deo procesa generisanog prvim diferencama imati d jedini¢nih
korena. Kao 1 u slucaju jednostavnog trend stacionarnog procesa (5.3) moZe se pokazati
da ce varijansa od X, biti jednaka varijansi od 7, i biti konstantna tokom vremena. Na

(1-B)* X, =6, +

osnovu izlozenog zakljuCujemo da ¢e primena pogre$no izabrane transformacije trend
stacionarne serije, tj. postupak diferenciranja, imati za posledicu generisanje
neinvertibilnog MA procesa. TeZine ove posledice bicemo svesni kada budemo u 7.
Glavi pristupili prakticnom modeliranju vremenskih serija.

Drugi nacin modeliranja nestacionarne serije u sredini X, zasnovana je na
pretpostavci da ¢e njena diferenca reda d biti stacionarna. Klasu procesa sa ovim
svojstvom nazivamo diferencno stacionarni procesi. Da bismo sagledali kakve su
posledice pogreSnog tretmana ovog diferencno stacionarnog procesa kao trend
stacionarnog procesa posluZimo se jednostavnim primerom u kome je prva diferenca
serije predstavljena zbirom konstante 1 procesa belog Suma:

1-B)X, =4 +¢, (5.7)

Drugim reCima do procesa datog izrazom (5.7) moZemo doci polazec¢i od AR(1) procesa
sa konstantom kod koga smo zamenili ¢ =1. Slucaj kada je ¢ >1 generiSe ekplozivan

tok vremenske serije i kao takav nije od posebnog interesa u analizi. U opsStem slucaju,
ARMA procesi kod kojih koreni AR polinoma po operatoru docnje leZe na jedinicnom
krugu od posebnog su interesa u analizi tzv. homogeno nestacionarnih procesa kojima
se bavimo u narednom odeljku. Izraz (5.7) moZemo drugaclije pisati u obliku

X, =X, +p6+&. (5.8)

odakle kumuliranjem promena X od pocetne vrednosti, na primer X, dobijamo
t
X, =Xo+Bt+D ¢ . (5.9)
i=1

Prema izrazu (5.8) nivo procesa u trenutku t zavisi od prethodne vrednosti procesa koja
je sa svoje strane pod uticajem stohastickog clana. PosSto se nivo procesa stohasticki
menja tokom vremena kazemo da ovu klasu procesa karakteriSe stohasticki trend.

Na prvi pogled procesi (5.3) i (5.9) medusobom su sli¢ni. Medutim, izmedu njih
postoje suStinske razlike. Slobodni ¢lan u (5.9) nije stalan koeficijent nego zavisi od
pocetne vrednosti X,, a stohasticki deo nije stacionaran jer mu varijansa i
autokovarijanse zavise od vremena. MoZe se pokazati da je varijansa procesa (5.9)
jednaka to?. U sludaju koriséenja procesa (5.3) u prognoziranju, varijansa greske
prognoze bi¢e ograniena bez obzira na duZinu horizonta prognoziranja, zato Sto &,
odnosno 7, (u opstijem sluCaju imamo proces (5.2)) imaju konacnu varijansu. Sto se

ti¢e prognoze procesa datog izrazom (5.9), vide¢emo u narednoj glavi da varijansa
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greske prognoze neograni¢eno raste tokom vremena. Staviie, za celu klasu trend
stacionarnih procesa opisanih izrazom (5.2), Ciji je predstavnik dat izrazom (5.3),
autokorelaciona struktura moZe biti koriS¢ena u kratkoroénom prognoziranju. Kod
dugoro¢nog prognoziranja jedina informacija o budud¢im vrednostima sadrZana je u
njegovoj sredini, tj. S, + Bt, tako da nece ni tekuci niti prosli dogadaji menjati
dugoro¢nu prognozu. Klasu diferencno stacionarnih procesa karakteriSe to da e njegove
dugorone prognoze uvek biti pod uticajem istorijskih dogadaja kroz akumuliranje
Sokova ¢, .

Ako smo na primer za vremensku seriju realnog druStvenog proizvoda utvrdili da je
trend stacionarna serija to znaci da druStveni proizvod beleZi stalan rast po konstantnoj
stopi koja je implicirana koeficijentima polinoma g, . S druge strane, ako je serija
druStvenog proizvoda diferencno stacionarna serija tada i kratkoroCni poremecaji u
proizvodnji imaju svoga odraza na dugorocni rast druStvenog proizvoda kroz
kumuliranje tih poremecaja. Otuda interes istrazivaCa da se ispita karakter serije
druStvenog proizvoda, jer on u diferencno stacionarnom slucaju direktno istie vezu
izmedu kratkoroCne stabilizacione makroekonomske politike i dugorocne razvojne
politike.

5.2.2 Homogeno nestacionarni procesi

Drugi nacin modeliranja procesa koji je nestacionaran u nivou zasnovan je na
koriS¢enju stohastickog trenda. Njegovo uvodenje u analizu zasnovano je na osobini
vedine nestacionarnih serija prema kojoj se razliCiti delovi procesa ponaSaju veoma
sli¢no, osim Sto postoji razlika u lokalnom nivou serije. Primer takvog procesa prikazan
je na Slici 5.1(a). Ako zanemarimo razliku u nivou tri ucrtana okvira moZemo uociti da
su tokovi serija u svakom okviru sli¢ni medusobno.

Xf"

(b) L

Slika 5.1 Homogeno nestacionarna serija: (a) u nivou i (b) u nivou i nagibu
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Takode postoje procesi kod kojih se razli¢iti delovi serije ponasaju sli¢no, osim Sto
postoji razlika u nivou i nagibu serije. Primer takvog procesa prikazan je na Slici
5.1(b). Kod ove serije tri ucrtana okvira osim S$to su postavljeni na razliitim nivoima
imaju medusobno i razli¢ite nagibe. Medutim, tok serije unutar tih okvira je veoma
sli¢an.

Box 1 Jenkins (1976, s. 85) nestacionarne serije sa takvim karakteristikama nazivaju
homogeno nestacionarne serije. Ako je ponaSanje procesa nezavisno od njegovog nivoa,
tada autoregresioni polinom po operatoru docnje @(B) u modelu takvog procesa, mora

biti tako izabran da je ¢@(B)(X,+C)=¢(B)X,, gde je C proizvoljna konstanta. Kako
@(B)C =0 implicira ¢@(1)=0, to znali da polinom mora dopustati faktorizaciju:
»(B)=¢(B)(1-B). Prema tome klasa homogeno nestacionarnih procesa bie opisana

izrazom:

#(B)W, =0(B)s, , (5.10)

gde je W,=(1-B)X,. Kako zahtevana homogenost podrazumeva da W, ne raste
eksplozivno, to znali da je ¢(B) ili stacionarni autoregresioni polinom po operatoru
docnje ili se mozZe pisati u sledeéem obliku: ¢ (B)=¢,(B)(1-B), tako da je
#,(B)\W, =0(B)s,, gde je sada W, =(1-B)?>. Ovu argumentaciju na slian nagin
moZemo nastaviti dalje, Sto znaci da se za homogeno nestacionarnu seriju autoregresioni
polinom mora izraziti u obliku ¢(B)(1-B)’, gde je #(B) stacionarni autoregresioni

operator. Gornjim razmatranjima homogene nestacionarnosti pripremili smo teren za
definisanje najopstije klase modela vremenskih serija koja je podobna za modeliranje
kako stacionarnih tako i nestacionarnih stohasti¢kih procesa.

53 ARIMA PROCESI

U prethodnom poglavlju proces dat izrazom (5.8) predstavlja jedan primer klase
nestacionarnih procesa poznate pod nazivom integrisanih procesa, kod kojih se
viSestrukim diferenciranjem postiZe stacionarnost. Pri tome diferencirana serija moZze biti
autokorelisana. Tako se kod procesa datog izrazom (5.8) prvim diferenciranjem serije
dobija stacionaran proces, odnosno proces belog Suma. Ako u opStem slucaju
diferenciranu seriju (1—B)® X, modeliramo stacionarnim ARMA(p,q) procesom, tada
imamo:

¢,(B)1-B)* X, =6, +6,(B)s, (5.11)
gde su ¢,(B) =1-¢B—¢,B? —..—¢,B” i 6. (B) =1-6B-6,B* -..—6,B% AR i MA
polinomi po operatoru docnje, reda p 1 (g respektivno. U daljem tekstu
pretpostavljamo da koreni odgovarajucih karakteristiénih  jednacina ¢, (B)=0 i

Gq(B)=O leze van jedininog kruga, drugim refima pretpostavljamo da su ispunjeni
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uslovi stacionarnosti i invertibilnosti. Pored toga za ova dva polinoma pretpostavljamo
da nemaju zajednickih faktora.

Za razliku od ARMA(p,q) modela u izraz (5.11) uveli smo i konstantu 6,. Sto se
interpretacije konstante 6, tie ona zavisi od reda diferenciranja. Ako je d =0 proces
je stacionaran, a konstanta je u relaciji sa sredinom procesa 6, =u(l-¢ —...—¢,), gde
je u=E(X,). Za vrednosti d >0, konstanta €, ukazuje na prisustvo deterministi¢kog

trenda u seriji. Konstanta se izostavlja iz izraza (5.11) kada nema mesta pretpostavci da
¢e diferencirana serija sadrZavati deterministi¢ki trend. Detaljnija interpretacija konstante
u ovom smislu data je u Odeljku 5.3.1.

Homogeno nestacionarni proces dat izrazom (5.11) nazivamo autoregresioni
integrisani proces pokretnih proseka (engl. autoregressive-integrated-moving average)
reda p, d i q ili prema skradenoj notaciji ARIMA(p,d,q) proces. Takode, za proces

X, kaZzemo da je integrisan reda d, u oznaci I(d). U prakticnim primenama kod

ekonomskih vremenskih serija obi¢no je red diferenciranja d jednak O, 1 ili 2.
Karakteristika autokorelacione funkcije ARIMA procesa mozZze se sagledati preko

jednostavnog primera ARIMA procesa, tj. analizom autokorelacione funkcije

stacionarnog ARMA(1,1) procesa. Na osnovu njegove autokorelacione funkcije (4.121),
kada pustimo da ¢ —1, dobijamo da autokorelacioni koeficijenti na razliCitim

docnjama teZe jedinici. U granicnom slucaju kao rezultat dobijamo ARIMA(O,I,1)
proces (1-B)X,=¢ —8¢, . Sto se ti¢e parcijalne autokorelacione funkcije ARIMA

procesa ona je za vrednosti d >0 na prvoj docnji bliska jedinici, a jednaka nuli na
svim ostalim docnjama.

Da bismo pokazali joS jedno svojstvo ARIMA procesa pretpostavicemo,
jednostavnosti radi, da je 6,=0. Tada se ARIMA proces moZe izraziti dvema
jednacinama:

¢,(B\W, =6,(B)s, i W, =(1-B)"X,. (5.12)

Znadi da se diferenca reda d serije X, opisuje stacionarnim, invertibilnim ARMA

procesom. Za d>1 drugu jednaCinu u izrazu (5.12) moZemo invertovati da bismo
dobili
X, =SW,, (5.13)

gde je S operator beskonane sume:
S=(01+B+B*+..)=(1-B)". (5.14)

Prema tome se sumiranjem ili "integrisanjem", stacionarnog procesa d puta dobija
homogeno nestacionarni ARIMA proces. Otuda izraz "integrisani" u nazivu ARIMA
procesa. Razmotrimo najcesce koriS¢ene ARIMA procese.
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5.3.1 Procesi slu¢ajnog hoda

Ako u izrazu (5.11) zamenimo p=0, d=1 i q=0 dobi¢emo dobro poznati proces

slucajnog hoda (engl. random walk process):

X, =X, +&. (5.15)

koji koriSéenjem operatora docnje piSemo u obliku:
(1-B)X, =¢,, (5.16)

Koristec¢i standardnu notaciju ovaj proces oznacavamo kao ARIMA(0,1,0) proces. Izraz
"sluajni hod" u nazivu ovog procesa potice od njegovog karakteristicnog ponaSanja
koje podseca na kretanje pijanog Coveka Ciji je polozaj u trenutku t odreden poloZajem
u prethodnom trenutku plus korak u slucajno izabranom pravcu u tekuéem trenutku.
Ovaj proces u ekonomiji koristi se za opisivanje kretanja cena akcija ili deonica,
odnosno uopste za opisivanje kretanja cene robe na spekulativnom trZistu.

Ako u izraz (5.16) uvedemo konstantu ¢, dobi¢emo
Xy =X,+6,+¢, (5.17)

pa tada za X, kaZemo da predstavlja proces slucajnog hoda sa konstantom (engl.

random walk process with drift). Proces sluajnog hoda sa konstantom koriSéen je kao
ilustracija diferencno stacionarnog procesa (izraz (5.8)). Tada je istaknuto da
kumuliranjem vrednosti X od pocetne vrednosti dobijamo izraz (5.9) u kome konstanta
g, predstavlja koeficijent uz deterministicki trend. Za proces (5.11) moZe se pokazati da

je konstanta @, u relaciji sa koeficijentom S, koji stoji uz "regresor" t' u
deterministickom trendu (videti izraz (5.6) za vrednost 6,). Zato se za vrednosti d >0
prisustvo konstante 8, u ARIMA modelu interpretira kao prisustvo deterministickog

trenda u modelu. Za velike vrednosti t konstanta postaje dominantna prisiljavajuci
seriju da iskazuje deterministicki tip ponaSanja.

Proces slucajnog hoda predstavlja grani¢ni slu¢aj AR(1) procesa koji se dobija za
¢ =1. Na osnovu obi¢ne autokorelacione funkcije AR(1) procesa p, :¢1k mozemo za

autokorelacionu funkciju procesa slu¢ajnog hoda reéi da je KkarakteriSu visoke
neopadajuce vrednosti. Parcijalna autokorelaciona funkcija uzima vrednost blisku jedinici
na prvoj docnji, a nulu na ostalim docnjama. Prva diferenca procesa slucajnog hoda
predstavlja proces belog Suma, pa autokorelaciona funkcija na svim docnjama ima
vrednost nula. Na osnovu obi¢nog i parcijalnog korelograma nismo u mogucnosti
razlikovati proces slucajnog hoda sa konstantom od procesa slucajnog hoda bez
konstante. Razlikovanje ova dva procesa omogucava nam grafik vremenske serije. Na
Slici 5.2 prikazan je karakteristi¢ni izgled vremenske serije slucajnog hoda bez i sa
konstantom.
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Slika 5.2 Proces slucajnog hoda: (a) bez konstante i (b) sa konstantom.

5.3.2 ARIMA(0,1,1) procesi
Ako u izrazu (5.11) zamenimo p=0, d=1 i q=1, dobijamo ARIMA(0,1,1) proces

X, =X, +& -6, (5.18)

koji koriSéenjem operatora docnje piSemo u obliku:

(1-B)X, =(1-6B)e, , , (5.19)

gde je |t91|<l. Diferenciranje procesa dobijamo stacionarni MA(1) proces. Proces

slu¢ajnog hoda je poseban slucaj ovog, ARIMA(O,1,1) procesa (ili kako se ponekad
oznacava IMA(1,1) proces) za nultu vrednost koeficijenta 6, . Vrednosti autokorelacionih

koeficijenata ovog procesa, uostalom kao i kod ostalih ARIMA procesa, veoma sporo
opadaju ka nuli. Parcijalni autokorelacioni koeficijent samo na prvoj docnji je razli¢it od
nule i blizak je jedinici. Medutim obi¢na i parcijalna autokorelaciona funkcija prvih
diferenci ovog procesa ima sve karakteristike odgovaraju¢ih funkcija kod MA(1)
procesa.

U Poglavlju 8.5 uspostavljamo vezu ARIMA modela i strukturnih modela, pa je
pokazano da je eksponencijalni metod izravnanja optimalan metod prognoziranja ako je
posmatrani proces generisan ARIMA(0,1,1) modelom (videti Muth (Mut) (1960)).

5.4 NESTACIONARNOST U VARIJANSI

5.4.1 Varijansa i autokovarijansa kod ARIMA procesa

S obzirom na definiciju sredine, varijanse, autokovarijanse i autokorelacije
stohasti¢kog procesa moZemo re¢i da stacionarnost u sredini ne implicira stacionarnost u
varijansi, autokovarijansi 1 autokorelaciji. Medutim, ako =znamo da je proces
nestacionaran u sredini tada je nestacionaran i u varijansi, autokovarijansi i
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autokorelaciji. Prema tome, kako smo pokazali da je ARIMA proces nestacionaran u
sredini to znaci da je on nestacionaran i u varijansi, autokovarijansi i autokorelaciji.

Za razliku od stacionarnih stohastickih procesa za koje smo istakli da su u
svojevrsnoj statistiCkoj ravnoteZi, za nestacionarne procese to ne mozemo reci. To znaci
da je kod ovih potonjih bitan i vremenski trenutak od kog smo zapoceli sa pracenjem
toka procesa. Dok smo, dakle, kod stacionarnih procesa mogli pratiti tok od t=-c0,
kod nestacionarnih ¢emo poceti sa posmatranjem od trenutka t=-m, pri emu —m
prethodi trenutku t=1 u kome registrujemo prvu opservaciju. Pri tome d¢emo
pretpostaviti da je X, =0, za t<—m. Vremensku zavisnost varijanse, autokovarijanse i
autokorelacije pokazademo koriS¢enjem jednostavnog procesa kao Sto je ARIMA(O,1,1)
proces. Ako ARIMA(0,1,1) proces izrazimo u obliku (5.19), tada je prva diferenca ovog
procesa

W, =¢-0¢,,, (5.20)

Sto zna¢i da W, predstavlja stacionarni MA(1) proces. Sada moZemo nestacionarni
proces X, izraziti koriS¢enjem procesa W, i procesa belog Suma. KoriS¢enjem operatora

sumiranja do trenutka t+m, u oznaci S dobijamo

t+m 2

t+m

X, =S, W, =(1+B+B*+..B""W, =>W,_,
j=0

t+m
=+1-6)s ,+1-0)s ,+..+(1-6)s ,—b¢ . . (5.21)

Na osnovu izraza (5.21) moZemo pokazati (Cryer (Krajer) (1986, s. 90) ili Wei (1990,
ss. 78-80)) da je varijansa i autokovarijansa nestacionarnog procesa X, :

Var(X,) =[1+6" +(1-6)*(t+m)]lo’, (5.22)
var(X,_, ) =[1+6& +1-6)*(t+m-k)]o?, (5.23)
Cov(X,, X, )=[1-0,+& +(1-6)*(t+m—-k)]o?, (5.24)

pa je autokorelacija
Cov(X,, X,)

t+m-k
Corr(X,, X, )= ~ , (5.25)
(X X JNar(X,var(X,,) \ t+m

Prema dobijenim izrazima od (5.22) do (5.25) moZemo zakljuciti sledece:

1. Varijansa ARIMA  procesa je vremenski zavisna, a takode je
Var(X,)=Var(X,,), za k=0.

2. Varijansa ARIMA procesa neograni¢eno raste kada t —oo.

3. Autokovarijanse 1 autokorelacije ARIMA procesa su vremenski zavisne, a takode
se translacijom vremenskog intervala menjaju.
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4. Kada je m znatno vede od Kk, tada je autokorelacija prema izrazu (5.25) bliska
jedinici.

Prema prethodnom izlaganju sledi da se na osnovu jedne nestacionarne vremenske
serije ne mogu izvesti zakljucci o posmatranom procesu zbog vremenske zavisnosti
sredine, varijanse 1 autokovarijanse. Medutim, ako je u pitanju homogeno nestacionarna
serija tada postupkom diferenciranja dobijamo stacionaran proces kod koga na osnovu
jedne realizacije moZemo izvesti korektne statisticke zakljucke o posmatranom procesu.

5.4.2 Stabilizacija varijanse

Homogeno nestacionarne serije smo postupkom diferenciranja "preveli" u stacionarne
serije na koje smo mogli primeniti teoriju stacionarnih stohastickih procesa. Medutim,
postupak diferenciranja nije odgovarajuc¢i postupak transformacije ako je posmatrani
proces nestacionaran samo u varijansi. Tada nam je, zbog pretpostavljene konstantnosti
varijanse procesa u teoriji stacionarnih stohastickih procesa, zadatak da transformacijom
stabilizujemo varijansu, odnosno da je ucinimo konstantnom. Da bismo ukazali na
postupak odredivanja odgovarajuée transformacije za stabilizovanje varijanse uve$éemo
uobiCajenu pretpostavku prema kojoj se varijansa nestacionarnog procesa menja sa
promenom sredine (nivou) serije:

Var(X,)=ch(y,), (5.26)

gde je C proizvoljna pozitivna konstanta, a h neka funkcija. Primer vremenske serije
kod koje je uvedena pretpostavka ispunjena dat je na Slici 1.1(b). Zadatak nam je da
odredimo funkciju f(-) tako da transformisana serija f(X,) ima konstantnu varijansu.

U tom cilju formira¢emo prvu aproksimaciju ove funkcije koriS¢enjem Taylorovog
razvoja u red oko taCke g . Tada je

FOX) = £ () + F(a) (X = 4) (5.27)
gde je f'(y,) vrednost prvog izvoda funkcije f(X,) u tacki g, . Sada imamo
Var[ £ (X)]=[ t'(w)] Var(X,) = [ #'(s)] h(s). (5.28)

Prema tome, da bismo stabilizovali varijansu procesa moramo transformaciju f(X,)

tako izabrati da bude ispunjen uslov:

1
f' = . 5.29
(24) M) (529)
Iz koga se dobija
(5.30)

f(ut)zjﬁdut .
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Na osnovu izraza (5.30) izvode se specijalni slucajevi koji su od interesa u analizi
vremenskih serija. Kada je na primer standardna devijacija procesa proporcionalna nivou
serije, odnosno kada je Var(X,)=c’z’ , dobijamo

(5.31)

f (1) = j f =In(x,) .

Prema tome, kada se moZe pretpostaviti da je standardna devijacija serije
proporcionalna njenom nivou odgovarajuc¢i tip transformacije jeste logaritamska
transformacija. Uz pretpostavku da je varijansa proporcionalna nivou  serije
Var(X,)=cu, moZe se pokazati da je odgovarajudi tip transformacije kvadratni koren

originalne serije, dok je reciprocna vrednost originalne serije odgovarajuci tip
transformacije kada je standardna devijacija serije proporcionalna kvadratu nivoa serije
Var(X,)=c’u’ .

Svi navedeni tipovi transformacije mogu se izvesti iz opSte formule za Box-Coxovu
transformaciju datu izrazom (2.1). Zato se za stabilizovanje varijanse vremenske serije
koristi Box-Coxova transformacija prema postupku koji je izlozen u Poglavlju 2.4.

Zadaci
51  Dati su slede¢i modeli: (i) X,=0.4X_,+¢, (i) X,=¢-14¢,+03¢_,,
(iii) X, =-0.7X,,+¢& —14e_,+0.3¢_,. (a) Svaki od ovih modela izraziti u

drugoj formi koris¢enjem operatora docnje B. (b) Svaki od ovih modela
klasifikovati kao ARIMA(Pp,d,q) model (odnosno, odrediti p, d i Q). (c)

Za svaki model proveriti da li je stacionaran i/ili invertibilan. (d) Za model
pod (i) naci ekvivalentnu MA reprezentaciju.

52 Dati  model (1-B)(1-0.3B)X,=(1-0.7B)e, (a) Kklasifikovati kao
ARIMA(p,d,q) model (odrediti p, d i ). (b) Proveriti da li je model
stacionaran? (c) IzraCunati prva Cetiri  pondera. (d) Izraunati prva Cetiri 7

pondera.
53 Identifikovati kao specifi¢an ARIMA model: (a)
X, =X,,-04X,,+¢ +0.6¢,_,, (b) X, =2X X ,+¢&, (©)

X,=0.5X,,+05X,,+¢& -0.5¢_,+0.25¢,_,. Proveriti da li su navedeni

modeli stacionarni i/ili invertibilni?

54  Razmotriti modele: (A) X,=09X,,+0.09X,, +¢,, (B)
X, =X, +& —0.1g . (a) Identifikovati svaki model kao specifican ARIMA

model, (b) U kom smislu su ova dva modela razli¢ita medusobom? (c) U
kom smislu su slicna? (Uputstvo: porediti ¥ i 7 pondere).
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55

56

5.7

5.8

59

Razmotriti slede¢i model: (1-B)*X, =(1-0.2B-0.6B*)s,. (a) Da li je
proces X, stacionaran? Zasto? (b) Neka je W, =(1-B)?X,. Da li je proces

W, stacionaran? ZaSto? (c) Odrediti autokorelacionu funkciju procesa W, .

Svaki od slede¢ih procesa: (a) (1-B)*X, =g —0.75¢,_,+0.45¢,_,, (b)
(1-B)X,=(@1-0.6B)¢,, izraziti u drugoj formi koriséenjem AR
reprezentacije, izraCunavajuci i graficki prikazujuéi 7 —pondere.

Pretpostavimo da je proces generisan modelom:
X, =& +Cg ,+C& ,+...4+Cg,, za 1>0. (a) Naci sredinu i autokovarijacionu
funkciju od X,. Da 1li je proces stacionaran? (b) Naci sredinu i

autokovarijacionu funkciju prve diference procesa. Da li je prva diferenca
procesa X, stacionarna? (c) Identifikovati proces X, kao specifican ARIMA

model.
Neka je dat MA(1) proces: X, =(1-6,B)é,, gde je |6]<1. Ako odredimo

prvu diferencu ove stacionarne serije Cemu d¢e biti jednaka varijansa
diferencirane serije? Uporediti je sa varijansom originalnog procesa. Da li ée
diferencirana serija biti stacionarna? Identifikovati odgovaraju¢i ARIMA
model koji odgovara seriji prvih diferenci.

(a) Simulirati vremensku seriju od 100 opservacija koriSéenjem sledecih
modela:

(i) 1-B)X,=(1-0.7B)e,, (ii) 1-B)X,=10+(1-0.7B)s,,
(iii) (1—0.8B)(1-B)X,=¢,, (iv) (1-0.8B)(1-B)X, = (1-0.6B)s, .

(b) Graficki prikazati simulirane vremenske serije. (c) Za svaku simuliranu
vremensku seriju izraCunati 1 komentarisati uzoracke autokorelacione i
parcijalne autokorelacione funkcije do maksimalno 20 docnji uporedujuci ih
sa odgovaraju¢im populacionim korelogramima.






6 PROGNOZIRANJE

Jedan od vaznijih, ako ne 1 najvaZzniji cilj analize vremenskih serija jeste
prognoziranje, odnosno odredivanje bududeg toka posmatrane vremenske serije. Na
primer, na nivou privrede kao celine od interesa je prognozirati kretanje druStvenog
proizvoda, jer se zatim na osnovu dobijene prognoze procenjuju obim i udeo sredstava
za zajednicke i opSte potrebe. Ovaj primer istovremeno nam ukazuje na to da formirana
prognoza druStvenog proizvoda povratno deluje na odluke nosilaca ekonomske politike.
Odatle direktno sledi da pogreSna prognoza ima veoma konkretne materijalne posledice
u vidu dodatnih troSkova prouzrokovanih pogresno donetim odlukama. Zbog ovog
vaznog domena koriSéenja, modeli u analizi vremenskih serija Cesto se nazivaju
prognostickim modelima. Tako su i brojne knjige iz analize vremenskih serija koje su
navedene na spisku literature naslovljene ili u naslovu sadrze re¢ prognoziranje.

Medutim, bez obzira na znacaj prognoziranja vremenskih serija, u okviru ove glave
baviéemo se teorijom prognoziranja samo u onoj meri u kojoj je to potrebno da se
istaknu izvesne osobine ARIMA modela u modeliranju konkretnih vremenskih serija.
Mada su ARIMA modeli osnovna klasa prognostickih modela koje razmatramo u ovoj
knjizi, Citaoca upudujemo na 3. Glavu u kojoj je izloZzena alternativna klasa modela:
strukturni modeli vremenskih serija, kao i nacin njihovog koriS¢enja u prognoziranju.

6.1 UVOD

Mada u nekom pravilnom redosledu koraka, prognoziranje sledi tek nakon etape
ocene ARIMA modela i provere njegove adekvatnosti, u ovoj glavi pocdi¢emo od
pretpostavke da su nam date opservacije vremenske serije, te da su nam poznati
koeficijenti modela. Na taj nacin se u teorijskom slucaju moZemo pozabaviti izvodenjem
u statistickom smislu optimalne prognoze. Time izlaganje necemo opterecivati
problemom odstupanja ocena koeficijenata od njihovih stvarnih, ali nepoznatih vrednosti.
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Inace, u realnom postupku prognoziranja, nepoznate koeficijente zameni¢emo njihovim
ocenjenim vrednostima.

Izlaganje teorije prognoziranja zapocinjemo izvodenjem prognoze koja ima minimalnu
srednje kvadratnu greSku. Pri tome polazimo od opservacija vremenske serije

(X;, X,,..., X.). Zelimo prognozirati X, , tj. bududu vrednost vremenske serije za h

vremenskih perioda unapred. Pri tome prognozu formiramo u poslednjem periodu za
koji su raspoloZive opservacije, a to je N—ti period. Za tu prognozu koristimo oznaku

koju smo uveli u Poglavlju 1.3, naime )2n(h) oznaCava prognozu formiranu u periodu

n za h perioda (ili koraka) unapred. Prirodan broj h nazivamo i duZina horizonta
prognoziranja. Uslovljavaju¢i buducu vrednost vremenske serije proSlim, raspoloZivim
opservacijama dolazimo do prognoze sa minimalnom srednje kvadratnom greSkom.
Nakon formiranja funkcije prognoze sa navedenim optimalnim svojstvom, istu Kkoristimo
za izraCunavanje prognoziranih vrednosti. Tako u Poglavlju 6.3 izraCunavamo brojnu i
intervalnu vrednost prognoze.

Proticanjem vremena nova opservacija vremenske serije postaje nam dostupna.
Uzimajuéi u obzir njeno odstupanje od prognozirane vrednosti u prilici smo da
korigujemo svoju, prethodno formiranu prognozu za naredne periode. Ovim postupkom
svojevrsne revizije prognoze bavimo se u Poglavlju 6.4. Naposletku, u poslednjem
poglavlju definiSemo tzv. mogucu funkciju prognoze koja nam omogucava ispitivanje
prirode, odnosno ponaSanja prognoze za razliCite duZine horizonta prognoziranja.

6.2 PROGNOZA SA MINIMALNOM SREDNJE KVADRATNOM GRESKOM

Cilj prognoziranja nam je da predvidimo buduce vrednosti serije sa Sto je moguce
manjom greSkom. Stoga ¢emo formirati prognozu koja ima optimalna svojstva, odnosno
onu koja minimizira srednje kvadratnu greSku prognoze. Ako pretpostavimo da je

vremenska serija stacionarna, tada promenljive X,, X,,..., X imaju konstantnu sredinu

n
M . Prirodno se namece, mada kao trivijalno reSenje, koriS¢enje sredine kao prognoze
buducih vrednosti serije. Prognozu smo nazvali trivijalnom, jer ne uzima u obzir
raspoloZive opservacije vremenske serije. Medutim, ova prognoza je optimalna, jer se
moZe pokazati da medu svim prognozama ona ima najmanju srednje kvadratnu greSku.

U opStem slucaju do bolje prognoze buducih vrednosti moZemo doci koriS¢enjem
raspoloZivih opservacija vremenske serije. Zato c¢emo umesto funkcije gustine

verovatnoce promenljive X ., koristiti uslovnu funkciju gustine verovatnoce, uslovljenu
raspoloZivom informacijom o poznatim vrednostima X,, X,,..., X . Tako ¢emo i srednje

kvadratnu greSku prognoze formirati kao wuslovnu ocekivanu vrednost, uslovljenu
raspoloZivim N opservacijama vremenske serije.

Da bismo izveli prognozu sa minimalnom srednje kvadratnom greSkom poci¢emo od
najopstijeg stacionarnog i invertibilnog ARMA modela:

$,(B)X, =6,(B)s, . 6.1)
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Izrazimo ovaj ARMA model u MA formi, koriS¢enjem izraza za linearni proces:
X, =w(B)e =& +y g, +W,86 ,+..., (6.2)

gde je w(B)=6,(B)/¢,(B). Zamenom t=n+h u izrazu (6.2) dobijamo:

Xoin = Zl//jgmh—j . (6.3)
j=0
U periodu t=n raspolazemo observacijama X,, X ,, X ,,.., a zadatak nam je da

formiramo prognozu budude vrednosti serije X,,, za h—perioda unapred i to u obliku
linearne kombinacije raspoloZivih observacija X, X ,, X ,,... PoSto X,  =za
t=nn-1n-2,..., moZzemo pisati u obliku (6.2), kazemo da je prognoza sa

minimalnom srednje kvadratnom greSkom )Zn(h) od X . data izrazom:

n+h
XAn (h) = W;gn + W;+lgn—1 + W;+2‘9n—2 s (64)

gde treba odrediti w; koeficijente. Vrednost ovih koeficijenata odredicemo

minimiziranjem srednje kvadratne greSke prognoze. Kako je na osnovu izraza (6.3) i
(6.4) greSka prognoze:

A h-1 0 0 .
Xoen = Xy () = (zl//jgmhi + Zl//mjgnij_zl//mjgnj ; (6.5)
j=0 j=0 j=0
to je srednje kvadratna greSka prognoze:
~ 2 , h-1 5 ) ) . 2
E|:Xn+h_xn(h):| =0 ZV/J to Z[Whﬂ'_wm—j} . (66)
j=0 j=0

Na osnovu izraza (6.6) ocigledno je da se minimalna vrednost srednje kvadratne greSke
postize kada je w,, | =W, ;- Prema tome, prognoza sa minimalnom srednje kvadratnom

greskom (engl. minimum mean square error forecast) glasi:
Xn (h) =yyné, + Yhibna + Vhi2én2 o (67)

Napominjemo da )2n(h) , za h=12,.., nazivamo funkcija prognoze (engl. forecasting

function). Ona je dakle funkcija broja perioda h za koje formiramo prognozu u odnosu
na fiksirani pocetak n. Uslovna ocekivana vrednost Sokova je

&., J1<0
E(8n+,-lxn,xn_1,...)={ oj j>o}’ (6.8)
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Jer su prosle vrednosti Sokova ¢, ; poznate za J<0, a posto su buduce vrednosti

nepoznate, zamenjujemo ih ocekivanom vrednoS¢u koja je jednaka nuli. KoriS¢enjem
(6.3) i (6.8) dobijamo:

E(Xn+h | Xn’ Xn—l"") = Whgn +l//h+lgn—1 +l//h+28n—2 LRIT (69)

To znaci da je prognoza za X,, sa minimalnom srednje kvadratnom greSkom data

njenom uslovnom ocekivanom vrednoscu, odnosno
X, () =EX ;| X, X 4,0) (6.10)

MozZe se pokazati da je prognoza nepristrasna ocena buduce vrednosti. Ovo svojstvo
prognoze sledi na osnovu osobine greske prognoze za h perioda unapred pocevsi od
tog perioda (ili kako se ova greSka ukratko naziva — greSka prognoze za h perioda
unapred):

" h-1
e, (N) =X, = X, (=D w60 » (6.11)
j=0

prema kojoj je E[e,(h)| X,,t<n]=0. Varijansa greske prognoze za h perioda unapred

Je

Var[in(h)] =Varle, (h)] = oziwf : (6.12)
j=0

Na osnovu varijanse greSke prognoze za h perioda unapred definiSemo intervalnu ocenu
prognoze. U tom cilju uvodimo pretpostavku da je proces {X,} Gausov proces. Tada

100(1— )% granice intervala poverenja prognoze glase:

R h-t 1/2
Xn(h)iZa,2{1+ZV/f} o, (6.13)
-1
gde je Z,,, vrednost normalne standardizovane sluCajne promenljive takve da je
P(Z>Z,,)=al2. Na osnovu izraza (6.12) i (6.13) postaje jasno zaSto je znacajno
odredivanje  —pondera u analizi vremenskih serija, odnosno formiranje MA
reprezentacija. Naime, koriSéenjem y —pondera izraCunavamo varijansu greSke prognoze
1 odgovarajucu intervalnu ocenu prognoze.

Ukazimo na jo§ jedno svojstvo greSaka prognoze u slucaju kada je h=1, tj za jedan
period unapred. Prema izrazu (6.11), greSka prognoze je linearna kombinacija buducih
Sokova nakon trenutka n, a u slucaju greska prognoze za jedan period unapred je

e(=X,-X D=¢,,. (6.14)
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Drugim recima, Sokovi koji generiSu posmatrani proces i za koje smo pretpostavili da
su nezavisne sluajne promenljive predstavljaju greSke prognoze za jedan period
unapred. Odatle proizilazi da za prognozu sa minimalnom srednje kvadratnom greSkom,
greSke prognoze za jedan period unapred moraju biti nekorelisane.

Medutim, u opStem sluCaju gresSke prognoze za h— perioda unapred bie korelisane.
Pri tome razlikujemo dva slucaja. Prvi slucaj kada prognozu formiramo pocevsi od
razli¢itih perioda za istu duZinu horizonta prognoziranja i drugi slucaj kada prognozu
formiramo u istom periodu, ali za razliCite duZine horizonta prognoziranja. Box 1
Jenkins (1976, ss. 158-160) su pokazali da je autokorelacija izmedu greSaka prognoze
formirane poevsi od razli¢itih perioda n i n—j, j>0 data izrazom:

h-1

Zy/ilr//i—j

ple,(h).e,_;(h)]=——, 0< j<h. (6.15)

z%z

i=0

a jednaka nuli u ostalim slucajevima. Autokorelacija izmedu greSaka prognoze formirane
u istom vremenskom periodu n,ali za h i h+ j perioda unapred data je izrazom:

h-1
Z‘//iV/mi
ple,(h).e,(h+ j)]=—+= : (6.16)

h-1

M
5,
N
<
3N

Prema tome, Cesto ¢e biti prisutna tendencija da funkcija prognoze lezi ili cela ispod ili
iznad stvarnih observacija vremenske serije kada one postanu dostupne.

Ako imamo ARIMA proces, tada u izrazu (6.1) figuride i polinom (1—B)". Sada se

ne mogu direktno izvesti ponderi jer je proces nestacionaran. U ovom slucaju prognozu
X,., moZzemo formirati koriS§¢enjem AR reprezentacije procesa:

E(B)Xn+h :€n+h s (6.17)
_ gy
gde je 7(B) =1—ZT:17ZJ-BJ :%‘ Ekvivalentan izraz izrazu (6.17) je
Xopen = Zﬂjxmh—j +&n - (6.18)

=t

AR forma procesa postoji jer je proces invertibilan. Pokazano' je da svi rezultati
dobijeni kod ARMA procesa (izrazi (6.10) do (6.16)) vaze i u sluCaju nestacionarnog
ARIMA procesa. Rekurzivna relacija koja se moZe uspostaviti izmedu y 1 7 pondera

je sledeca:

' Videti na primer: Wei (1990, ss. 89-90).
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j-1
v, =, w, i=12,.,h-1. (6.19)
i=0

Dakle, poSto su za nestacionarni ARIMA proces odredeni 7 —ponderi, na osnovu
relacije (6.19) odredujemo iy —pondere, a potom varijansu (6.12) greSke prognoze i

interval poverenja prognoze (6.13).
Pre nego Sto izloZimo praktiCan postupak izraCunavanja prognoze, ukazimo na

razli¢ito ponaSanje intervalnih ocena prognoze sa porastom duZine horizonta
prognoziranja i to u zavisnosti od toga da li je posmatrani proces stacionaran ili ne.

Slika 6.1 Brojna i intervalna ocena prognoze: (a) stacionarne i (b) nestacionarne serije

Sa povecCanjem duZine horizonta prognoziranja kod stacionarnog procesa varijansa
. . . . . h-1 - .. .
(6.12) greske prognoze je konacna, tj. I'mh»wzjzo% postoji, a na osnovu izraza

(6.13) granice intervala poverenja prognoze priblizavaju se dvema horizontalnim
paralelnim linijama kao Sto je to prikazano na Slici 6.1(a). Za nestacionarni proces

. h-1 2 .. h-1 2 v . .
|Imh_m z j=0 l//J ne pOStOJl, OanSﬂO z j=0 V/J raste neograniceno Sa povecanjem

horizonta prognoziranja, a time i granice intervala poverenja postaju sve Sire i Sire.
Brojna i intervalna ocena prognoze nestacionarnog procesa prikazane su na Slici 6.1(b).

6.3 IZRACUNAVANJE PROGNOZE

U dosadasnjem izlaganju koristili smo dve forme ARIMA modela: MA i AR
reprezentaciju. Mada se na osnovu njih moZe izraCunati prognoza kod konkretnog
modela, ipak ¢emo u tu svrhu koristiti trecu formu ARIMA modela: tzv. formu
diferencne jednacine. Pri tome imamo na umu dobijeni rezultat prema kome je prognoza
sa  minimalnom srednje kvadratnom greSkom data ocekivanom = vrednoScu

)Zn(h):E(X | X, X, 4,...). Da bismo izrazili ARIMA model u formi diferencne

jedna¢ine pomnoziéemo dva polinoma @#(B) i (1-B)’ tako da dobijemo:

n+h

a(B)=¢(B)1-B)' =(1l-a,B~-...—a_,,B""). (6.20)

p+d
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Sada moZemo opsti ARIMA(p,d,q) model pisati u formi diferencne jednacCine:
(1-aB-..—a,B")X =(1-6B-..-6,B%)s,. (6.21)

Zamenom t=n+h u izrazu (6.21) dobijamo:

Xn+h = alxn+h—1 + 0[2 Xn+h—2 +ot ap+d Xn+h—p—d

+Enin —Onina = O g - (6.22)

Odredivanjem uslovne ocekivane vrednosti izraza (6.22) dobijamo opSti izraz na osnovu
koga za konkretne oblike ARIMA modela izraCunavamo prognozu:

X, (=X, (h-D)+..+a, X, (h-p-d)

+£,(N)-6&,(h-1)—...— 6,8, (h—q), (6.23)
gde su

~ o[BG X X ), §>0

Xn(J)—{ X, i<of’ (6.24)

2 (i) 0, j>0

()= . _ . (6.25)

Xn+j - Xn+j—l(1)’ J <0

Prema izrazu (6.23) sledi da je za izraCunavanje prognoze na Oshovu ocenjenog
ARIMA modela potrebno zameniti prosla ocekivanja, kada je J<O0, poznatim

vrednostima serije X, ; 1 poznatim vrednostima Sokova ¢ a buduca ocekivanja,

n+j?
kada je j>O0, prognozom serije X, (]) i vrednoscu Sokova Cija je oCekivana vrednost

u buduéem periodu jednaka nuli.

[lustrujmo na karakteristicnim primerima ARIMA modela nain formiranja kao i
osobine prognoza. Kod svih modela pretpostavljamo da su nam koeficijenti modela
poznati. Za AR(1) model: X, —u=¢ (X, —#)+¢, , imamo na osnovu izraza (6.22):

Xn+h = :u+¢1(xn+h—l _;u)+gn+h ’ (626)

odakle se dobija prognoza na osnovu izraza (6.23) za h=1:

X, () = u+(X, —p). (6.27)
Prognoza za h>1 je

X, (h) = u+[X, (h=2) = u] =+ " (X, — ). (6.28)
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Na osnovu izraza (6.28) moZemo rekurzivnho odrediti prognozu od pocetnog
vremenskog perioda N za h perioda unapred na osnovu prognoze za h-1 perioda
unapred. Izraz sa desne strane drugog znaka jednakosti u istom izrazu sugeriSe nacin
izratunavanja prognoze u odnosu na poslednji raspoloZivi podatak. Tekuce odstupanje
od sredine procesa ponderiSe se velicinom ¢1h ¢ija vrednost opada sa povecanjem duZine

horizonta prognoziranja.

Iz (6.26) i (6.27) direktno sledi greSka prognoze za jedan period unapred:
e,)=¢,,. Na osnovu nje varijansa greSke prognoze za jedan period unapred:
Var[e,(1)]=o”. Dakle, kod AR(1) modela varijansa greske prognoze za jedan period

unapred jednaka je varijansi procesa belog Suma. MoZe se pokazati da su i u slucaju
ovog modela prognoze nepristrasne ocene nepoznate buduce vrednosti serije, a da je
varijansa greSke prognoze data izrazom:

2 1- ¢12h
Varle,(h)]=0c = (6.29)
1-4
odnosno, za velike vrednosti h imamo:
2
o
Varle, (h)] = , (6.30)
1-¢

Sto znaCi da se za velike vrednosti h varijansa greSke prognoze izjednacava sa
varijansom vremenske serije.

Primer 6.1 Za ilustraciju postupka izraCunavanja prognoze kod AR(1) modela
pretpostavimo da su nam poznati sledei elementi: ¢ =0.8, p=10 i

o’ =0.16 . Pretpostavimo takode da je poslednja raspoloZiva observacija
X, =10.5. Zadatak nam je da izraCunamo prognozu sledecih

opservacija: X, X.,, X, i X, te da formiramo odgovarajuce 95%

intervale poverenja prognoza.

Na osnovu opsteg izraza (6.28) za prognoze AR(1) modela imamo:
)250 (1) =10+0.8(10.5-10) =10.4
X, (2) =10+0.82(10.5-10) =10.32
X, (3) =10+0.8°(10.5-10) =10.256
)250 (4)=10+0.8"(10.5-10) =10.2048 .
Iz jednakosti: (1-¢B)(1+y,B+w,B*+...), dobijamo  —pondere, pa je

1//j=¢1j=0.81, j>0, tako da na osnovu izraza (6.13) moZemo

izraCunati intervale poverenja:
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X,, €(10.4+1.96/0.16) ili 9.616< X,, <11.184

X, € (10.32+1.96v/1+0.8°+/0.16) ili 9.316 < X, <11.324
9.134 < X, <11.378 i 9.013< X,, <11.397.

Ocigledno je da sa povecanjem horizonta prognoziranja interval poverenja
postaje sve Siri. |

Za MA(1) model X, = u+¢& —06¢,,, imamo na osnovu izraza (6.22):
Xn+h =Ht &~ elgmh—l > (6.31)
odakle se dobija prognoza na osnovu izraza (6.23), za period unapred:

X, (1) =pu—0¢,, (6.32)
a za h>1 prognoza je
X (h)=u. (6.33)

Zna¢i da je za ma koji horizont prognoziranja veéi od jedan, prognoza kod MA(1)
modela jednaka sredini vremenske serije. Kako je w,=-6, w;=0, za j>1, to je

prema izrazu (6.12) za h=1 varijansa greSke prognoze jednaka varijansi procesa belog
Suma. Za h>1 varijansa greSke prognoze je:

Var[e, (h)]= 1+67)c”. (6.34)

Prema tome pocevSi od drugog perioda, pa na dalje, varijanse greSke prognoze
jednake su medusobom. Jednaka vrednost varijanse greSke prognoze kod MA(1) procesa
za razli¢ite duZine horizonte prognoziranja objaSnjava izgled intervala poverenja
prognoze ovog procesa prikazanog na Slici 6.1(a).

Primer 6.2 Za ilustraciju postupka izraCunavanja prognoze kod MA(1) modela
pretpostavimo da su nam poznati sledeéi elementi: 6, =0.7, u=5 i

o’ =0.25. Pretpostavimo takode da je poslednja raspoloZiva observacija
Xg =95.3, a da je pretposlednja vrednost Soka ¢&,i =—0.2. Zadatak nam
je da izraCunamo prognozu sledecih opservacija: Xg , Xg,, Xg 1 Xg,,

te da formiramo odgovarajuée 95% intervale poverenja prognoza.

Da bismo izraCunali prognozu za jedan period unapred potrebno je
odrediti tekucu vrednost Soka. U realnoj situaciji do nje dolazimo na
osnovu ocenjenog modela, odnosno ona predstavlja rezidual u tekucem
periodu. U naSem primeru do te vrednosti dolazimo na osnovu izraza:
&, =(X,—u)+06s, ,, odakle dobijamo
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Ego = (Xgo — )+ 66,0 =(5.3-5)+0.7(-0.2) =0.16 .
Na osnovu opsteg izraza (6.32) za prognoze MA(1) modela dobijamo:
Xgo (1) = 12— 6,6, =5-0.7(0.16) = 4.888,

a za h>1 vrednost prognoze je prema izrazu (6.33) jednaka sredini
serije, tj. Xg(2) = Xg(3) =Xg(4)=5. Kako je y,=-6,=-07, a
w;=0, za j>1, to je varijansa greSke prognoze za jedan period

unapred:
Var[e, (1)]=Var[e, ()] =o”=0.25,

a za dva, tri i Cetiri perioda unapred varijanse su:
Var[e,, (2)] = Var[e,, (3)] = Var[e, (4)] = (1 + 6?)o* = (1+0.7%)-0.25=0.3725.
Naposletku, 95% intervali poverenja prognoza su:

za h=1: X, (1) +1.96Var[e, (1)]; 4.888+1.96./0.25

X,, <(3.908, 5.868)

za h>1: X, (h)+1.96,Var[e,(h)] ; 5+1.96./0.3725

X 5r Xgzn X € (3.804, 6.196) . m

Za ARMAC(1,1) model (1-¢B)(X,—x)=(1-6B)¢,, imamo na osnovu izraza (6.22):
Xn+h = /u+¢1(xn+h—l _/u)+gn+h _015n+h—1’ (6.35)
odakle je prognoza na osnovu izraza (6.23), za h=1 period unapred:

X, @)= uth(X,~ ) =0, (6:36)
a za h>1 prognoza je

XAn(h) = ﬂ+¢1[xAn(h_l)_ﬂ] = ﬂ+¢1h(xn _ﬂ)_¢1h_1‘915n . (6.37)

Varijansu greSke prognoze dobicemo koriS¢enjem MA forme ARMA modela. Na
osnovu izraza (6.2) imamo jednakost polinoma:

(1-¢B)1+w,B+y,B*+..)=(1-6B), (6.38)

odakle se izjednaCavanjem koeficijenata uz B’ sa obe strane znaka jednakosti dobija:



6.3 lzraGunavanje prognoze 147

v, =4 (4-6). j=1. (6.39)

Na osnovu izraCunate vrednosti W —pondera konacno dobijamo varijansu gresSke

prognoze koja je data izrazom:

hl )
Var[en(h)]=02{1+Z[¢1"1(¢1—91)] } (6.40)

j=1
Ako je ispunjen uslov stacionarnosti |¢1|<1, sa povecanjem duZine horizonta

prognoziranja varijansa greske prognoze priblizavace se ka o’[1+ (4 —6,)* /1-47)].

Primer 6.3 Za ilustraciju postupka izraCunavanja prognoze kod ARMA(1,1) modela
pretpostavimo da su nam poznati sledeci elementi: ¢ =-0.8, 6,=0.3 i

1 =8. Pretpostavimo takode da su dve poslednje raspolozZive observacije
Xge =82 i X, =7.9, a da je pretposlednja vrednost Soka &y =-0.1.
Zadatak nam je da izraCunamo prognozu sledecih opservacija: X, ,
Xig> Xz 1 Xy, te da formiramo odgovarajue 95% intervale
poverenja prognoza.

Da bismo izracunali prognozu za jedan period unapred potrebno je

odrediti tekucu vrednost Soka. U naSem primeru do te vrednosti dolazimo
na osnovu izraza: &, = (X, —u)—4 (X, ,—u)+6s, ,, odakle dobijamo:

-1
100 = (Xyoo =) = (Xgg — 1) + G 64g =
=(7.9-8)+0.8(8.2—8)+0.3(-0.1) =0.03.

Na osnovu opSteg izraza (6.37) za prognoze ARMA(1,1) modela
dobijamo:

X10o(@) = 2+ (Xog — 1) — Oy =
=8-0.8(7.9-8)+0.3-0.03=8.071,

>2100 (2)=p+ ¢12 (Xygo = 1) = 0,6, =
=8+(-0.8)?(7.9-8) — (—0.8)0.3-0.03 = 7.943,

)2100 ) =u+ ¢13(X100 — )= ¢12‘915100 =
=8+(—0.8)°(7.9-8) - (-0.8)20.3-0.03=8.05,

)2100 (4)=p+ ¢14 (Xypo = £8) = ¢13‘918100 =
=8+(-0.8)"(7.9-8)—(~0.8)°0.3-0.03 = 7.964,
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Varijansa greske prognoze za jedan period unapred na osnovu izraza
(6.40) je:
Var[e,,()]=c’ =0.64.

Varijansa greSke prognoze za dva perioda unapred je:
Varfe,, (2)] = o° {1+ (44 —91)]2} —0.64[1+(-0.8-03) | =1.4144,

a preostale dve varijanse greske prognoze su: Var[e,(3)]=191 i
Varle,,,(4)]=2.2705. Na osnovu njih, 95% intervali poverenja prognoza

su:
za h=1: X,,(1)+1.96Var[e,,@)]; 8.071+1.96./0.64

X, € (7.091, 9.051)

za h>1: Xy,(2)+1.96\Var[e,, (2)] ; 7.943+1.9611.4144

X,,, € (6.486, 9.4), X, € (6.352,9.738) , X,,, < (6.135, 9.792)
|

Na kraju razmotrimo primer izraCunavanja prognoze i varijanse greSke prognoze kod
nestacionarnog ARIMA modela. Uzedemo primer jednostavnog modela kao Sto je
ARMA(1,1) modela, kod koga cemo staviti da je ¢ =1. Na taj nacin dobi¢emo

nestacionarni ARIMA(0,1,1), odnosno IMA(1,1) model.

Za izraCunavanje  —pondera koristimo AR formu modela jer MA forma ne postoji

zbog nestacionarnosti modela. Iz jednakosti

1-B

1-7B-7m,B*—..= : 6.41
B-7, T (641)

koja se moZe napisati u obliku
(1-B)=1— (7, +6)B—(r, - 7,6,)B* — (x, — 7,6,)B* —... (6.42)

izjednaCavanjem koeficijenata uz B’ sa obe strane znaka jednakosti dobijamo
7 =01-6)6", j=1. (6.43)

Napokon se primenom rekurzivne relacije (6.19) izraCunavaju W —ponderi, tj. za
w,=1-6,, za 1< j<h-1. PoSto smo odrediti y —pondere dobijamo konacan izraz za

varijansu greSke prognoze:

Varle, ()] = o[+ (-1 6)’] (6.44)
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koja tezi beskonacCnosti sa povecanjem duzine horizonta prognoziranja. Na osnovu
prognoze i njene preciznosti merene varijansom greSke prognoze, zakljuCujemo da
suStinski razliCite rezultate prognoziranja ostvarujemo u zavisnosti od toga da li smo za
visoke vrednosti koeficijenta ¢ izabrali ARMA(1,1) ili IMA(1,1) model. Ako je

ispunjen uslov stacionarnosti |¢1|<1, tada na osnovu izraza (6.37) )zn(h)—> U, kada
h—o. Medutim, ako koeficijent ¢ —1, tada na osnovu izraza (6.37)
)Zn(h)—>)2n(h—l), kada h—>o. Znai da sa povecanjem horizonta prognoziranja

prognoza ne konvergira ka fiksnom nivou, nego slobodno "luta".

6.4 REVIZIJA PROGNOZE

Pretpostavimo da smo na osnovu vremenske serije, na primer u maju, formirali
prognozu tri meseca unapred (za jun, jul i avgust). Protokom vremena stvarna vrednost
observacije za jun postaje dostupna, pa sa tom novom vrednoS¢u moZemo izvrSiti
reviziju prethodno formiranih prognoza za jul i avgust, uzimajuéi u obzir razliku koja se
javila izmedu prognoze i ostvarenja u junu mesecu. Da bismo doSli do izraza prema
kome vr§imo reviziju prognoze pocdiemo od prognoze sa minimalnom srednje
kvadratnom greskom date izrazom (6.7). Prema tom izrazu dobijamo prognoze buduce

opservacije X formirane u periodu n+1 i n,t. X ,(h) i X (h+1):

n+h+1° n+1

xAn+l(h) = l//hgml + l//h+lgn + l//h+2‘9n—1 LIRS (645)

Xo(h+D) = a8 +Wnfos +ooes (6.46)
Oduzimanjem izraza (6.46) od (6.45) sledi da je

XAnJrl(h) = XAn (h +l) + l//hgml . (647)
Kako je prema (6.14)
&y =X —X,@). (6.48)

n+1
jednacina revizije prognoze je:
X, (=X (h+1)+w,[X.., - X, O]. (6.50)

Znaci da u periodu kada nam postane dostupna opservacija X, vr§imo aZuriranje, u

prethodnom periodu formirane prognoze )2n(h +1) dodajudi joj razliku izmedu stvarne i

prognozirane vrednosti (greSku prognoze za jedan period unapred) mnoZenu vrednoScu
¥ —pondera.

Primer 6.4 Za ilustraciju postupka revizije prognoze posluZimo se AR(1) modelom
koji smo definisali u Primeru 6.1. IzvrSiti aZuriranje prognoze za naredne

periode koriS¢enjem izracunatih prognoza iz tog primera: )250 @ =104,
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)250 (2)=10.32, )250 (3)=10.256 i )250 (4) =10.2048, uz pretpostavku da

je postala dostupna opservacija X, =10.6.

Koriséenjem (6.50) dobijamo aZurirane prognoze za jedan, dva i tri
perioda unapred:

Xe, (1) = X, (2) + [ X, — Xey (1)] =10.32+0.8(10.6 —10.4) =10.48
X, (2) = X (3) +w,[ X, — Xy (1)] =10.256 +0.64(10.6 —10.4) =10.384

Xe,(3) = Xoy (4) + [ X, — Xy (1)] =10.2048 +0.512(10.6 —10.4) =10.3072..

U poredenju sa vrednoScu prethodno izraCunatih prognoza aZurirane

prognoze su korigovane naviSe zbog pozitivne vrednosti greSke prognoze.
|

6.5 MOGUCA FUNKCIJA PROGNOZE

Ako nam je u analizi vremenskih serija osnovni zadatak izraCunavanje prognozirane
vrednosti, tada je diferencni oblik ARIMA modela najpogodniji. Medutim, kada
nameravamo da ispitamo prirodu, odnosno ponaSanje prognoza, tada se sluZimo
srubljenim oblikom linearnog procesa (engl. truncated linear process). Pretpostavimo da
je proces X, opisan ARIMA(p,d,q) modelom. Tada je srubljeni oblik linearnog

t
procesa:

X .. =C (h)+1 (h),za h>1. 651)

U izrazu (6.51) za odredeno n, C (h) je komplementarna funkcija ili opste resenje
diferencne jednacine (6.23). Za h>(q dobijamo na osnovu (6.23) homogenu diferencnu
jednacinu:

X,() - X, (h-1)-..ct, (X, (h—p-d) =0, h>q (6.52)
Njeno reSenje glasi:

)Zn(h) =V f, () + A" f(h)+.+ B f . (h), h>g-—p-d, (653)

p+d-1 " p+d-1

gde su fy(h), f(h), ..., f ,,(h) funkcije duZine horizonta prognoziranja. Ove

funkcije mogu biti polinomijalne, eksponencijalne, sinusne i kosinusne funkcije ili
proizvod tih funkcija. Za odredeni potetni period n, koeficijenti A" su konstantni bez

obzira na duzinu horizonta prognoziranja. Medutim, ovi koeficijenti menjaju svoju
vrednost sa promenom pocetnog perioda u kome formiramo prognozu. ReSenje
diferencne jednacine dato izrazom (6.53) nazivamo moguca funkcija prognoze (engl.
eventual forecast function). Re¢ "moguca" u nazivu funkcije, dodata je za slucaj kada je
gq> p+d, jer tada na osnovu ove funkcije mozemo odrediti prognozu samo za horizont
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prognoziranja h>q—-p—d. U opStem slu¢aju moguéa funkcija prognoze jednozna&no
je odredena krivom koja prolazi kroz p+d taCaka >2n(q) , )Zn(q—l),
X, (q-p—-d+1) gdeje X, (j)=X, ,za j>0.

n-j?

U izrazu (6.51) 1, (h) je partikularno reSenje diferencne jednacine (6.23) i ono je

Zl//j n+h j 21

0, h<1

| (h)= (6.54)

Detaljno izvodenje opSteg reSenja diferencne jednaCine (6.23) dato je kod Box i
Jenkinsa (1976, ss. 114-119).

Prema izrazu (6.52) moZe se zakljuciti da autoregresioni koeficijenti «;, «,, ...,
a,,q uslovljavaju formu funkcije prognoze, odnosno izraze za funkcije fy(h), f,(h),
s foqa(h). Da bismo to pokazali razmotricemo slu¢aj kada je d =0, pa cemo
razloZiti polinom «(B):

a(B) = (1-g,B)1-g,B)..(1- g,B). (6.55)

gde smo pretpostavili da su Q. (i=12,..,p) razli¢ite reciprotne vrednosti korena
karakteristi¢ne jednatine a(B)=0. Ako je g, realno, tada je f,(h)=g,. Ako su g, i
g, par recipro¢nih vrednosti konjugovano kompleksnih korena, tada je njihov doprinos

iskazan kroz prigusene sinusne oscilacije. Naposletku, ako imamo d jednakih korena,
odnosno ako je polinom «(B) oblika:

a(B)=(1-9,B)1-g,B)..1—g,B)(1-g,B)", (6.56)

tada je f ,(h)=g,, f ,(h)=hg,, ..., f 4 (h)=h’"g,. Kada su koreni jednaki
jedinici, tada je a(B)=¢(B)(L-B)?, pa je resenje (6.53) jednako:

X (h) = Z B (h)+ Z BOhIPE (6.57)

j=p+1

Do sada smo razmatrali mogucu funkciju prognoze ARIMA procesa bez konstante.
Medutim, ako je konstanta 6, prisutna, tada se reSenju (6.57) dodaje sabirak f; Cija je

vrednost:

By = Zw,enm - (6.58)

_qJO

16?—

Na osnovu opsteg izraza moguce funkcije prognoze moZze se ukazati na formu iste
kod specificnih ARIMA procesa. Tako na primer, moguéa funkcija prognoze
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ARIMA(0,d,q) procesa sa konstantnom, zadovoljava jednacinu (1— B)d)zn(h)zo i

data je izrazom:

X, (h) = B, + 8™ + BN +..+ B"h L (6.59)

na osnovu kojeg dobijamo prognoze za horizont prognoziranja h>q-—d. Drugim
re¢ima, moguca funkcija prognoze za ovaj proces predstavlja polinom reda (d —1) po
duzini horizonta prognoze. Pomeranjem pocetnog perioda n dolazi do revizije

koeficijenata ﬂj("). Pre nego Sto po¢ne da sledi navedeni polinom po h, prognoza

pocevsi od perioda n, ¢ini (q—d) skokova koji zavise od &, &, ..., &, g, PoloZaj

polinoma na grafiku vremenske serije jednoznacno je odreden glavnim tackama (engl.

pivotal values) )Zn(q), )Zn(q—l), )Zn(q—d +1).

Za ARIMA(p,d,0) proces sa konstantom imamo mogucu funkciju prognoze datu
izrazom (6.57) kojoj je dodata konstanta definisana izrazom (6.58). Moguca funkcija
prognoze ovog procesa zadovoljava jedna¢inu ¢(B)(1— B)® )zn(h) =0. Prognoza prolazi
kroz poslednje (p+d) raspoloZive opservacije vremenske serije, odnosno glavne tacke
kod ove funkcije su: X , X ..., X

n—p-d+1°

Najopstiji proces je opisan kao ARIMA(p,d,q) proces sa konstantnom. Njegova

moguca funkcija prognoze data je istim izrazom kao i1 kod prethodnog procesa, uz
napomenu da ova funkcija vazi za h>q—p—d, ako je gq>p+d,iza h>0 ako je

g< p+d. Polozaj funkcije prognoze na grafiku vremenske serije jednoznacno je

odreden glavnim tatkama )Zn(q), )Zn(q—l), )Zn(q— p—d+1).

Primer 6.5 Neka je proces opisan ARIMA(1,1,1) modelom:
1-¢B)Q1- B)Xt =(1-6B)s,.

Odrediti mogucu funkciju prognoze ovog procesa.

Kako je g<p+d, to moguéa funkcija prognoze za svako h>0
predstavlja reSenje jednacine:

(1-¢B)(1-B)X,(h) =0,

1 data je izrazom:
Xo() =B + B4 za h>(a-p-d)=-1.

Funkcija prognoze prolazi kroz prvu prognozu )Zn(l) 1 poslednju

raspoloZivu opservaciju X, . [
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O mogucoj funkciji prognoze moZe se procitati kod Box i Jenkinsa (1976, ss. 139-
158). Detaljnije obrazloZeni postupci odredivanja ove funkcije sa karakteristicnim
primerima ARIMA procesa dati su kod Millsa (1990, ss. 109-115). Kod ovog

poslednjeg dati su i izrazi za reviziju koeficijenata ,BJ.(”) s obzirom na razli¢iti pocetni

period n. Na osnovu tih izraza moguce je iskazati njihovu vrednost preko koeficijenata
modela.

Zadaci
6.1 Dati su sledeci elementi kod AR(1) modela: x#=6.5, ¢ =-0.6, o> =081 i

X, =7. Odrediti brojnu i intervalnu ocenu prognoze za horizont

prognoziranja h=1,2,3,4.

(Resenje:  X,,(1)=6.2, X, €(4.436,7.964), X,(2)=6.68, X, e
(4.623,8.737), X,,(3)=6.392, X,,€(4.239,8545), X,,(4)=6.5648,
X,, € (4.378, 8.751)).

6.2 Dati su sledeci elementi kod MA(1) modela: ©=9.4, 6, =-0.8, o? =049 i
X0 =10. Ako je pretposlednja vrednost Soka &, =0.1, odrediti brojnu i

intervalnu ocenu prognoze za horizont prognoziranja h=1,2,3,4.

(Resenje:  X,,(1)=9.816, X, €(8.444,11.188), X,,(2)=9.4, X, €
(7.643,11.157)).

6.3 Dati su sledeci elementi kod ARMA(1,1) modela: u=14, ¢ =04, 6,=038,
o’=1 1 Xy =15. Ako je pretposlednja vrednost Soka &,,=0.9, odrediti

brojnu i intervalnu ocenu prognoze za horizont prognoziranja h=1,2,3,4.

(Resenje: X4,(1)=13.536, X,, €(11.576,15.496), X, (2)=13.8144, X,, e
(11.703,15.925), X,,(3)=13.925, X,, €(11.792,16.06), X,,(4)=13.9703,
X,, € (11.832, 16.108)).

6.4 Poznato je da je dnevna proizvodnja proizvoda A u fabrici opisana AR(1)
modelom u obliku: X, =15+0.6X,; +¢,, a pri tome je X, =25, X,,=29,

X, =21. Odrediti prognozu za: (a) X,,, X, i X, u periodu t=23 i (b)
X, 1 X, u periodu t=22.

6.5 Za seriju znamo da joj je sredina jednaka nuli, a da joj odgovara AR(1)
model. Ako je poznato da je p,=0.64 i da je X, =15, prognozirati
buduce opservacije X,,, i X,,. ZaSto ce poznavanje autokorelacionog

koeficijenta p, biti od pomoci u prognoziranju X,,,anei X,,?
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6.6

6.7

6.8

6.9

Poznato je da je promena dnevne prodaja proizvoda B u prodavnici opisana
MA(2) modelom u obliku: X, =¢ +0.7¢,_, +0.2¢,_, a pri tome je X, =150,

Xy =-90, X, =60 i X, =-20. (a) IzraCunati prognozu za X, i X, u
periodu t=29, ako se pretpostavi da je &,, =—40, &£,=0 i £,,=40. (b)
KoriS¢enjem istih vrednosti za Sokove, izracunati prognozu za X,,, X,., X

i X;, u periodu t=33.

Pretpostavimo da su date opservacije vremenske serije X, :

t |1 2 3 4 5
X, |5 3

Takode se pretpostavlja da su opservacije generisane ili AR(1) ili MA(1)
modelom sa vrednoS¢u koeficijenata ¢4 =06 i 6 =0.6 respektivno.

Koris¢enjem oba modela izraCunati prognozu za X, i X, (neka je kod
MA(1) modela &, =0). Objasniti kako bismo se opredelili koji je od ova dva
modela bolji za prognoziranje, ako bismo raspolagali duZom vremenskom

serijom.

Neka je godiSnja prodaja jednog preduzeca (u milionima dinara) modelirana
AR(2) modelom. Ovoj seriji odgovara slede¢i AR(2) model:
X,=100+15X,,-0.8X, ,+¢ , pri &emu je o’°=1. Ako se zna da je
prodaja u prethodne dve godine (1992. i 1993. godine) iznosila: 148 i1 153
miliona dinara, prognozirati prodaju u naredne dve godine. Odrediti 95%
interval poverenja prognoza. Ako se zna da je obim prodaje u 1994. godini
iznosio 138 miliona dinara izvrSiti reviziju prognoze za 1995. godinu.

(Resenje:  w, =15, w, =145,  Xu)=1411,  X,.,(2)=119.25,
X g0 € (139.14, 143.06) , X,q0; € (115.72,122.78) , X0, (1) =116.1).

Neka je dat nestacionarni AR(2) model: X, =4+0.4X, ,+0.8X, ,+¢,, kod
koga je o’ =1. Poslednje dve opservacije serije su: X, =4.7 i X, =4.8.
Izracunati prognozu deset perioda unapred i odrediti 95% interval poverenja
prognoza.

(Resenje: U Tabeli 6.1 date su traZene prognoze. Napominjemo da se zbog
nestacionarnosti modela do  —pondera dolazi preko 7 —pondera koriS¢enjem

rekurzivne formule (6.19)).
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6.10

6.11

6.12

Tabela 6.1 Prognoze nestacionarnog AR(2) modela

. Granice 95% intervala
Horizont A .
Prognoza | ¥ - ponderi poverenja
prognoze
Donja Gornja
1 4.880 -0.400 2.920 6.840
2 4.992 -0.640 2.881 7.103
3 5.101 0.576 2.645 7.556
4 5.234 0.282 2.531 7937
5 5.374 -0.573 2.616 8.133
6 5.537 0.004 2.558 8.515
7 5714 0457 2.735 8.693
8 5915 -0.186 2.805 9.026
9 6.137 -0.291 3.006 9.269
10 6.387 0.265 3.204 9.570

Za ARIMA(1,1,1) model: (1-¢B)(1-B)X, =(1-6B)s, odrediti prognozu za

Xn+h’
h=123.

a zatim odrediti varijansu greSke prognoze h perioda unapred za

Za model: (1-0.68B)(1-B)*X, =(1-0.75B +0.34B%)¢, , izratunati i graficki

prikazati koeficijente korelacije izmedu greSaka prognoze: (a) )ZH(S) 1

X, ;(6),7a j=12,.,10; 0 X,(3) i X,(h),za h=12,..,10.

Za sledece procese odrediti mogucu funkciju prognoze: (a) ARIMA(O,1,1), (b)
ARIMA(0,2,2), (c) ARIMA(1,2,2).






7 1ZGRADNJA ARIM A MODELA

U prethodne tri glave bavili smo se teorijskom osnovom ARIMA procesa. Pokazano
je da se odgovaraju¢im ARIMA modelima moZe modelirati Siroka klasa stacionarnih i
nestacionarnih stohasti¢kih procesa. U ovoj glavi bavimo se primenom izloZenih
teorijskih rezultata u modeliranju konkretnih vremenskih serija. OpStu strategiju
modeliranja ARIMA procesa koncipirali su Box i Jenkins, pa se prema njima ona
naziva i Box-Jenkinsova metodologija. Zato glavni akcenat u izlaganju postupka
modeliranja stavljamo na ovaj pristup i na njegove modifikacije.

Pre no S$to pristupimo detaljnom izlaganju svake etape u gradnji modela konkretne
vremenske serije u uvodu se bavimo osnovnim principima koje treba da zadovolji dobar
model. Nakon toga ukazujemo na tri osnovne etape Box-Jenkinsove metodologije, a to
su: identifikacija modela, njegovo ocenjivanje i provera njegove adekvatnosti. Svaka od
ovih etapa sadrzi brojne postupke i metode kojima se detaljno bavimo u posebnim
odeljcima. IzloZeni formalni postupci statistickog zaklju¢ivanja omogucavaju nam da
zadovoljimo principe koji karakteriSu dobar model. Na primeru nesezonskih ekonomskih
vremenskih serija ilustrujemo izloZene metode identifikacije, ocene 1 provere
adekvatnosti modela.

7.1 UVOD

Pre nego $to izloZimo statisticke postupke izbora modela, ukazaiemo na neke
principe koji karakteriSu dobar model. Mada se u literaturi ovi principi navode u vezi sa
ekonometrijskim modelima smatramo da se mogu primeniti i u analizi vremenskih
serija. PredloZzeno je nekoliko principa, odnosno kriterijuma koje treba da ispuni dobar
model. To su principi: ekonomicnosti, identifikabilnosti, konzistentnosti sa podacima,
konzistentnosti sa teorijom, prihvatljivosti podataka, uspeSnosti prognoziranja i
obuhvatnosti. Blize razmotrimo svaki od njih.
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Ekonomicnost (engl. parsimony). Na ovaj princip se u analizi vremenskih
serija najceSée pozivamo. Namera nam je da sa Sto jednostavnijim modelom
opiSemo posmatranu pojavu. Model dakle treba da istakne suStinsku
karakteristiku izu€avane pojave. U operacionalizaciji ovog principa kaZzemo da
je ekonomican onaj model koji sadrzi relativno mali broj koeficijenata.
Ukoliko su kod dva modela ostale osobine jednake, jednostavniji model je
poZeljniji od sloZenijeg. U literaturi su predloZena dva puta kojima moZemo
doéi do ekonomi¢nog modela. Prema prvom pristupu polazi se od
jednostavnog modela ka sloZenijem. Prvobitni model se zatim proSiruje da bi
se na osnovu statistickih testova utvrdilo da li je opravdano umesto
jednostavnijeg koristiti taj sloZeniji model. Ovaj pristup se Cesto koristi u
analizi vremenskih serija. Hendry (Hendri) (1983) zagovara suprotan pristup
formiranju adekvatnog ekonometrijskog modela. On preporucuje da se krene
od opsteg ka posebnom modelu. Prema ovom pristupu polazi se od opsteg
modela, a zatim se na Dbazi statistickih testova vrSi njegovo
pojednostavljivanje. Pri tome se vodi racuna da u tom redukovanju modela
(smanjivanju broja koeficijenata) pojednostavljeni model zadovoljava ostale
kriterijume dobrog modela.

Identifikabilnost (engl. identifiability). Predstavlja princip bez koga nije
mogucée ocenjeni model na zadovoljavajué¢i nacin interpretirati. Naime, kada
model nije identifikovan postoje barem dva skupa vrednosti koeficijenata koji
su u saglasnosti sa podacima. Napominjemo da identifikacija kod
ekonometrijskog modela ima potpuno drugacije znaCenje od pojma
identifikacije u Box-Jenkinsovom pristupu modeliranju vremenskih serija.
Mada se ovim principom u vecoj meri bavimo kod ekonometrijskih modela
njegovo prisustvo je bitno 1 kod viSedimenzionih i strukturnih modela
vremenskih serija.

Konczistentnost sa podacima. Provera Konzistentnosti modela sa podacima
sprovodi se koriS¢enjem razliCitih testova provere adekvatnosti modela. Od
modela se ocekuje da obezbedi dobro prilagodavanje podacima, a reziduali
pored toga Sto treba da budu relativno mali, treba da imaju karakteristike
potpuno slucajnog procesa. Dugacka je lista testova i grafickih prikaza koji se
mogu Kkoristiti u ispitivanju da li reziduali odstupaju od pretpostavljene
slu¢ajnosti.

Konzistentnost sa teorijom. Prema ovom zahtevu model mora biti
konzistentan sa apriornim saznanjem bez obzira na to da li je izvor tog
saznanja u ekonomskoj teoriji ili zdravom razumu. Na primer, ekonomska
teorija moze sugerisati veli¢inu ili predznak koeficijenta, a ocenjeni model
treba da bude saglasan sa tom informacijom.

Prihvatljivost podataka (engl. data admissibility). Model ne sme da predvida
vrednosti koje ne zadovoljavaju neka definiciona ograni¢enja. Tako na primer,
ako posmatramo vremensku seriju koja opisuje kretanje uceSca druStvenog
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proizvoda industrije u ukupnom druStvenom proizvodu privrede, tada
opservacije te vremenske serije ne mogu uzeti negativne vrednosti ili
vrednosti vece od 100.

6. UspeSnost prognoziranja. Ovaj Kriterijum je veoma bitan u izboru modela u
analizi vremenskih serija s obzirom da je prognoziranje jedan od vaZnijih
ciljeva analize vremenskih serija. On ukazuje na preciznost prognoza
dobijenih na osnovu modela vremenskih serija. Isticemo da je ovaj princip u
bliskoj vezi sa pojmom strukturne stabilnosti, odnosno konstantnosti
koeficijenata modela. Za model kazemo da je strukturno stabilan ukoliko
njegovo ponovno ocenjivanje na osnovu opservacija van uzorka koji je
koriS¢en za prvobitno ocenjivanje modela ne dovodi do statisticki znacajne
promene ocenjenih koeficijenata. Kod modela vremenskih serija kriterijum
uspeSnosti prognoziranja proveravamo tako Sto Kkoristimo opservacije van
uzorka za ocenjivanje u cilju provere stepena preciznosti prognoza modela.
Ukoliko jedan od modela ima manju srednje kvadratnu greSku prognoze, a
sve ostale karakteristike modela su jednake, tada za taj model kaZemo da je
uspesSniji sa stanoviSta prognoziranja, te je prihvatljiviji za koriS¢enje od
konkurentskih modela.

7. Obuhvatnost (engl. encompassing). Za model se kaze da obuhvata
konkurentski model ako moZe da objasni rezultate dobijene tim drugim
modelom. U tom slucaju konkurentski model ne sadrzi informacije koje bi se
mogle koristiti u cilju poboljSanja izabranog modela. Da bi model imao ovu
osobinu ne mora biti opstiji od konkurenta. Model treba ne samo da objasni,
odnosno opiSe podatke, nego treba da objasni uspeh ili promasaj
konkurentskog modela u objaSnjenju istih podataka. Tako na primer,
ARMA(, 1) model predstavlja model koji u opStem slu¢aju obuhvata AR(1)

model. Medutim, ukoliko se ogranifenje na koeficijent & (6, =0) ne moze
odbaciti, tada se opredeljujemo za model sa ograni¢enjem, tj AR(1) model,

jer se pri modeliranju istovremeno drzimo 1 principa ekonomicnosti.

U okviru ove glave izlaZu se osnovni koraci u modeliranju ARIMA modela. Box i
Jenkins su prvobitno predloZili trostepeni pristup koji je u kljuénim fazama sadrzavao
veliki stepen subjektivnosti. Da bi se prevaziSla arbitrarnost originalnog Box-
Jenkinsovog pristupa definisani su brojni drugi kriterijumi koji u svakoj fazi
omogucavaju donoSenje odluke u kom pravcu se kretati pri izboru, oceni i proveri
modela.

Tako se za identifikaciju ARIMA modela pored uzorackih, obi¢nih i parcijalnih
korelograma koriste: formalni statistiCki testovi jedini¢nih korena (za testiranje reda
diferenciranja), inverzna autokorelaciona funkcija, a takode i brojni kriterijumi izbora
reda procesa. Svim ovim postupcima za identifikaciju ARIMA modela bavimo se u
Poglavlju 7.3. Metode ocenjivanja ARIMA modela izlaZemo u Poglavlju 7.4, pri ¢emu
najve¢i naglasak dajemo metodi najvede verodostojnosti s obzirom da se ona medu
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ostalim metodama ocenjivanja (metod momenata i metod nelinearnih najmanjih
kvadrata) u statistickom smislu najbolje pokazala. Na kraju ove glave, u Poglavlju 7.5
ukazujemo na to kako se vrSi provera adekvatnosti ocenjenih modela. Daje se prikaz
statistickih postupaka 1 testova kojima proveravamo da serija reziduala ocenjenog
modela ispunjava pretpostavke modela. Tako preporucujemo koriSéenje histograma
standardizovanih reziduala i dodavanja novih koeficijenata u cilju provere adekvatnosti
modela. Takode je prikazan, u analizi vremenskih serija popularan Box-Pierceov test,
odnosno tzv. portmanteau test.

7.2 OPSTA STRATEGIJA MODELIRANJA

U osnovi Box-Jenkinsove metodologije lezi troetapni iterativni postupak gradnje
modela vremenskih serija. Te tri etape su: identifikacija, ocenjivanje i provera
adekvatnosti. Sadrzaj svake od etapa je sledeci:

1. Identifikacija. Pod etapom identifikacije podrazumeva se postupak koriSéenja
podataka vremenske serije u cilju izdvajanja uZe klase ekonomi¢nih ARIMA
modela koje istraZiva¢ uzima u razmatranje kao potencijalne generatore datog
skupa podataka. Prema prvobitnom Box-Jenkinsovom pristupu na osnovu
grafika vremenske serije, obi¢nih i parcijalnih korelograma utvrdi se da li je
potrebno  seriju  prethodno transformisati  (koriS¢enjem  Box-Coxove
transformacije ili diferen- ciranja), da bi se zatim izabrala odgovarajuca klasa
AR, MA ili ARMA modela. Iz izabrane klase bira se odgovarajué¢i model sa
kojim ulazimo u narednu etapu.

2. Ocenjivanje. U etapi ocenjivanja modela potrebno je efikasno iskoristiti
raspoloZzive podatke u cilju zaklju¢ivanja o njegovim koeficijentima. Pri tome
je zakljuCivanje uslovljeno adekvatno$éu izabranog modela. Metodi
ocenjivanja ARIMA modela koji su zasnovani na numeri¢kim postupcima
maksimiziranja funkcije kriterijjuma zahtevaju poznavanje pocetnih ocena
koeficijenata. KoriS¢enjem ovih pocetnih ocena zapoclinje iterativan proces
dolazenja do konacnih ocena po metodi nelinarnih najmanjih kvadrata ili
najveée verodostojnosti. Nakon ocene izabranog modela prelazimo na narednu
etapu.

3. Provera adekvatnosti. Pod proverom adekvatnosti modela podrazumeva se
suoCavanje prilagodenog modela podacima u cilju otkrivanja njegovih
eventualne nedostataka. Osnovni koraci u okviru etape provere adekvatnosti
modela podrazumevaju proveru statisticke znacajnosti ocenjenih koeficijenata i
ispunjenosti pretpostavke da reziduali ocenjenog modela predstavljaju proces
belog Suma. Ukoliko se pokaze da je model manjkav, moguce je njegovo
poboljSavanje, pa se nastavlja postupak gradnje ARIMA modela za datu
vremensku seriju. U suprotnom, adekvatan model se moze koristiti u svrhe
prognoziranja.
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U osnovi Box-Jenkinsove metodologije lezi iterativni postupak sa etapama:
identifikacije, ocenjivanja i provere adekvatnosti, koji se moZe graficki prikazati
koriS¢enjem dijagrama toka kao Sto smo to uradili na Slici 7.1.

Slika 7.1 Dijagram toka Box-Jenkinsovog iterativnog postupka

Kao $to se sa Slike 7.1 mozZe videti utvrdena neadekvatnost modela vodi ka njegovoj
ponovnoj specifikaciji. Sledi zatim ponovno ocenjivanje novog modela i provera
njegove adekvatnosti, tako da se gradnja modela moZe smatrati iterativnim procesom
koji se zavrSava kada se nade zadovoljavaju¢i model u skladu sa opStim principima
modeliranja, odnosno specifi¢nim statistiCkim kriterijumima adekvatnosti modela. Finalni
se model moZe zatim Koristiti u analiticke svrhe ili u cilju formiranja prognoze buducih
vrednosti vremenske serije.

7.3 IDENTIFIKACIJA MODELA

Klju¢na etapa Box-Jenkinsove metodologije jeste etapa identifikacije modela. Ona
zahteva dobro poznavanje osobina stohastiCkih procesa koje smo definisali u 4. 1 5.
Glavi. Posebno se to odnosi na karakteristike tih procesa iskazane preko autokorelacione
i parcijalne autokorelacione funkcije. Kako su nam za konkretnu vremensku seriju ove
funkcije nepoznate, to ih ocenjujemo na osnovu raspoloZivih opservacija. Prema
prvobitnom pristupu identifikaciji modela poredi se oblik uzoracke autokorelacione i
parcijalne autokorelacione funkcije sa poznatim oblikom ovih funkcija kod teorijskih
ARIMA procesa.

U procesu identifikacije modela polazimo od ARIMA(p,d,q) modela:
(1-¢B-..-¢4,B")(1- B)!X,=6,+(1-6,B —..—6,BY¢, . (7.1)

Pod pojmom identifikacije modela podrazumevamo: utvrdivanje potrebne
transformacije u cilju stabilizovanja varijanse i odredivanja reda diferenciranja, odluku o
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ukljuc¢ivanju deterministickog ¢lana, odnosno konstante &, u model kada je d>1 i
kona¢no izbor odgovarajuéeg reda ARIMA modela, odnosno veli¢ina p i1 Q. Proces
identifikacije ARIMA modela iskazujemo kroz sledece faze:

1. Na osnovu grafickog prikaza vremenske serije vr§i se izbor odgovarajuce
transformacije. Pazljivim ispitivanjem grafika mozemo dobiti ideju o tome da
li serija sadrzi trend, sezonu, nestandardne opservacije, promenljivu varijansu
i da li ima neku neuobiCajenu karakteristiku. U analizi vremenskih serija
naj¢eSée koriScene transformacije su logaritamska transformacija u cilju
stabilizovanja varijanse i diferenciranje u cilju postizanja stacionarnosti. Kako
opservacije diferencirane serije mogu biti sa negativnim predznakom uvek
demo prvo primeniti transformaciju za stabilizovanje varijanse, a zatim
diferencirati tako dobijenu seriju.

2. Osim grafickog prikaza vremenske serije koristimo obiCne i parcijalne
uzoraCke autokorelacione funkcije radi utvrdivanja potrebnog reda
diferenciranja. Ako uzoracka autokorelaciona funkcija veoma lagano odumire,
a parcijalna autokorelaciona funkcija je preseCena posle prve docnje, to nam
sugeriSe da je potrebno izvrsiti diferenciranje serije. Pored ovog "vizuelnog"
nacina utvrdivanja potrebe za diferenciranjem moZe se primeniti formalan
statisticki postupak zasnovan na koriSéenju testova jedini¢nog korena.

3. Nakon dobijanja odgovarajuée transformisane 1 diferencirane serije
izraunavamo njene obiCne i parcijalne uzoracke autokorelacione funkcije radi
identifikacije reda p i (. Kod nesezonskih vremenskih serija obicno je

vrednost P 1 g manja ili jednaka 3. U pocetnoj fazi identifikacije modela

koncentriSemo se samo na opSte osobine uzorackih autokorelacionih funkcija
ne ulaze¢i u detalje, zato Sto se dalje poboljSanje modela moZe posti¢i u
kasnijim iteracijama. Alternativni nacini odredivanja reda procesa, koriS¢enjem
kriterijuma za izbor reda procesa, uvedeni su u cilju eliminacije arbitrarnosti
svojstvene originalnom Box- Jenkinsovom postupku identifikacije modela.

4. Tokom diskusije nestacionarnih procesa sugerisano je da se izostavlja
konstanta kod diferencirane serije. Medutim, ukoliko se pretpostavi da
diferencirana serija sadrzi deterministicki trend u sredini, tu pretpostavku
moZemo testirati tako §to ¢emo porediti uzoralku sredinu W diferencirane
serije W, = (1-B)" X
formirajué¢i poznati "t—odnos". Drugim reCima proveravamo opravdanost
ukljuéivanja deterministickog trenda kada je d >0 u izrazu (7.1). Kod
odredivanja standardne greske sredine diferencirane serije koristimo dve
aproksimacije. Prema prvoj je

.» sa aproksimativnom standardnom greSkom Sy,

~ 1/2
S ={%(1+2ﬁ1+2,52+...+2,5k)} : (712)
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gde je 7y, uzoratka varijansa, a p,, pP,, ..., P, prvih K znalajnih

autokorelacionih koeficijenata diferencirane serije. Kod druge aproksimacije
izraz (7.2) svodi se na Sy =/ 7,/n, kada je tacna hipoteza da je p, =0, za

k>1. Za razliku od ovog pristupa konstantu moZemo ukljuditi u pocetnoj
fazi, ako rezultati prethodnog ocenjivanja sugeriSu da nije znaCajna, a zatim je
odbaciti pre finalne ocene modela.

Primer 7.1 Odrediti odgovarajucu transformaciju Box-Coxovog tipa, odnosno vrednost

A za sledece godiSnje vremenske serije SR Jugoslavije: nezaposlenost
(serija S4), realni drustveni proizvod (serija S5), vrednost osnovnih
sredstava privrede druStvenog sektora (serija S7) i ukupan broj zavrSenih
stanova (serija S8).

KoriS$éenjem programa Statgraphics 4.0', opcije koja omogucéava Box-
Coxovu transformaciju, dobijene su transformisane vremenske serije za
karakteristicne vrednosti koeficijenta A (videti Tabelu 2.2). Standardne
devijacije trans- formisanih vremenskih serija prikazane su u Tabeli 7.1.

Prema izloZenim rezultatima, a koriste¢i kriterijum minimalne vrednosti
standardne devijacije (u Tabeli 7.1 minimalne vrednosti su Srafirane),
moZemo zakljuciti da je za prve tri serije izabrana vrednost koeficijenta
A=0.5, odnosno da treba koristiti kvadratne korene opservacija tih
vremenskih serija. Sto se serije zavrienih stanova ti¢e, minimalna
vrednost standardne devijacije se postize za vrednost A =1, tj. dalju
analizu ove serije zasnivamo na originalnim, netransformisanim
opservacijama.

Tabela 7.1 Box-Coxova transformacija Cetiri vremenske serije (standardna devijacija)

A Nezaposlenost | DruStveni proizvod | Osnovna sredstva | ZavrSeni stanovi
-1.0 259,545 699.9 1,892.3 37,3964
0.5 222,329 573.5 1,456.9 269714

0.0 202,337 505.5 1,261.7 20,852.1

0.5 196275 | 478.6 | 12344 172476

1.0 202,916 4829 1,346.2 15,156.8

" U ovom i narednim primerima uglavnom je koriséen statisticki program RATS 3.0, a nekada i
programi Statgraphics 4.0 i Micro TSP 6.0. Za ova tri programska paketa opredelili smo se zbog
njihove relativne dostupnosti i lakoce koriS¢enja u odnosu na ostale statisticke pakete. Upozoravamo
Citaoca koji bi Zeleo da proveri dobijene rezultate da je na Zalost, analiza iste vremenske serije na bazi
koriSéenja ova tri programa pokazala izvesna odstupanja u rezultatima. Zato smo u svakom primeru
naveli koji od programskih paketa je koriS§éen pri izraCunavanju.
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Prema tome, dalju analizu prvobitnih serija zasnivamo na vremenskim
serijama koje su podvrgnute spomenutim transformacijama. [

Razmotrimo detaljno svaku fazu u etapi identifikacije ARIMA modela. Pri tome
¢emo podrazumevati da je preliminarna transformacija tipa Box-Coxa obavljena, te
¢emo dobijenu seriju nazivati originalnom vremenskom serijom.

7.3.1 Odredivanje reda diferenciranja

Prvi naredni korak u etapi identifikacije modela, nakon Box-Coxove transformacije
vremenske serije jeste odredivanje reda diferenciranja. Kod nekih vremenskih serija veé
se i na osnovu njenog grafickog prikaza moZze utvrditi da li je potrebno primeniti
diferenciranje. Mada, podse¢amo, na osnovu grafickog prikaza nismo wuvek u
mogucnosti razlikovati tip nestacionarnosti (trend ili diferencna stacionarnost). Zato
odredivanje stvarne vrednosti d nije uvek lako obaviti samo na osnovu grafika
vremenske serije. Stoga se zahteva ispitivanje uzoraCke autokorelacione funkcije za
razlicite diference vremenske serije.

Lagano 1 skoro linearno opadanje uzoracke autokorelacione funkcije predstavlja
pokazatelj nestacionarnosti i potrebe za diferenciranjem. NaglaSavamo da lagano
opadanje uzoracke autokorelacione funkcije moZe poceti od vrednosti p, znatno manje
od 1, ponekad od 0.5 ili ¢ak i manje. U grani¢nim slucajevima kada na osnovu
autokorelacione funkcije nismo sigurni da 1li je potrebno primeniti postupak
diferenciranja, on se preporuCuje. Ipak pri tome treba biti oprezan, jer se u slucaju
isklju¢ivog oslanjanja na uzoraCku autokorelacionu funkciju moZe ponekad pojaviti
problem tzv. prekomernog diferenciranja (engl. overdifferencing). Mada de dalje
diferenciranje stacionarne serije imati za rezultat stacionarnu seriju, prekomerno
diferenciranje moZe voditi ka ozbiljnim poteSkocama. Da bismo ilustrovali posledice
prekomernog diferenciranja posmatrajmo stacionarni MA(1) proces: X, =(1-6B)s,.

Ako neopravdano diferenciramo ovaj proces dobi¢emo:
(1-B)X, =(1-B)(1-6B)e, = (1- (1+0)B+0B?)¢, = (1-6,B-06,B)s, (7.3)

Nakon diferenciranja dobili smo sloZeniji model koji sadrzi dva koeficijenta umesto
jednog. Dodatna otezavajua okolnost je da je jedan od Kkorena polinoma
(1-6B-6,B%) jednak je jedinici, jer je 6,+6,=1. Model je stoga neinvertibilan, pa
AR reprezentacija ne postoji, a kasnije se prilikom ocenjivanja takvog modela javljaju
problemi.

Ocigledno je da je varijansa prekomerno diferenciranog modela (7.3) ustvari
varijansa MA(2) modela i jednaka je 20°(l+6+6?), dok je varijansa prvobitnog
MA(1) modela jednaka o’(1+6°). Kako je razlika ove dve varijanse: o’(1+6)° >0,

znai da je varijansa prekomerno diferenciranog procesa uvek veca od varijanse
originalnog procesa.
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Posmatranje promene vrednosti uzoraCke varijanse za razliCite vrednosti d moZe biti
korisno pri odlu€ivanju o odgovarajuéem redu diferenciranja: uzoraCka varijansa ce
opadati sve dok se ne dobije stacionaran niz, ali ¢e zatim poceti da raste ako nastavimo
sa prekomernim diferenciranjem. Medutim, i ovaj pristup, poznat pod nazivom
kriterijum minimalne uzoracke varijanse diferencirane serije, ima svojih slabih strana
koje ne dozvoljavaju da donosimo pouzdane zakljucke o redu diferenciranja na osnovu
varijanse diferencirane serije.

Primer 7.2 Odrediti red diferenciranja za godiSnju vremensku seriju broja
nezaposlenih u SR Jugoslaviji (serija S4)>. Koristiti uzoratku
autokorelacionu 1 parcijalnu autokorelacionu funkciju kao 1 kriterijum
minimalne uzoracke varijanse diferencirane serije.

Kori§éenjem programa RATS 3.0 ocenili smo uzoracke autokorelacione i
parcijalne autokorelacione koeficijente. Kako je serija relativno kratka
(svega 29 opservacija), to smo ocenili i u Tabeli 7.2 prikazali samo prvih
deset koeficijenata za originalnu seriju, a takode za njenu prvu i drugu
diferencu.

Tabela 7.2 Uzoracki autokorelacioni i parcijalni autokorelacioni koeficijenti
za seriju nezaposlenosti (serija S4)

k 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 Varijansa
Originalna serija 37.195 x 107
Pk 095 089 082 075 067 060 051 044 037 029

¢kk 091 -0.10 -005 -004 -004 -004 -0.11 -0.12 -006 -0.03

Prva diferenca 0.343 x 107
,Ok 055 007 -0.12 -0.12 -020 -024 -021 -0.17 -0.11 -0.16

¢kk 055 -033 001 -003 -022 -005 -0.11 -0.12 -0.02 -0.29

Druga diferenca 0310 x 107
Pk 004 -035 -0.17 0.10 -0.11 -0.14 008 004 013 -0.04

¢kk 004 -035 -015 -002 -025 -017 -004 -0.17 012 -0.11

Kako je broj opservacija originalne vremenske serije nezaposlenosti
jednak 29, to je standardna greSka ocene autokorelacionih i parcijalnih

autokorelacionih koeficijenata jednaka 1/+/29 =0.19. Izratunavanjem

* Napominjemo da se Box-Jenkinsova metodologija preporucuje za serije koje imaju najmanje 40-50
opservacija. Mada je serija nezaposlenosti kra¢a od ove donje granice Zelimo u realnoj situaciji pokazati
sa kakvim se problemima istraZiva¢ suocava pri izgradnji ARIMA modela. Naime, u ekonomiji je pre
pravilo nego izuzetak da su godi$nje serije upravo slicne duzine kao i serija nezaposlenosti.
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95% intervala poverenja autokorelacionih i parcijalnih autokorelacionih
koeficijenata dobiemo da je on jednak: (—0.36, 0.36) kod originalne
vremenske serije, £0.37 kod serije prvih diferenci i naposletku kod serije
drugih diferenci 95% interval poverenja je +0.38.

Slika 7.2 Nezaposlenost: (a) originalna serija ((b) korelogram originalne serije), (c) prva
diferenca ((d) korelogram prve diference) i (e) druga diferenca ((f) korelogram druge diference)

Na osnovu izraCunatih intervala poverenja moZemo utvrditi koji su
koeficijenti statisticki znaCajno razli¢iti od nule na datom nivou
znalajnosti. Medutim, s obzirom na kratkou vremenske serije
preporuuje se raCunanje neSto uzih intervala poverenja (recimo
+1.5//n =+0.28). Prema tim intervalima poverenja originalna serija
pokazuje da su sve do sedme docnje autokorelacioni koeficijenti
statisticki znaCajno razliiti od nule. Veliki broj statisticki znacajnih
koeficijenata zajedno sa vredno$éu prvog parcijalnog autokorelacionog
koeficijenta ¢?11 =0.91 (ostali nisu statisticki znacajni) upucuje na to da je
serija nezaposlenosti nestacionarna.

Pored statisticke znaCajnosti koeficijenata od interesa je posmatrati
njihovo ponasanje na razli¢itim docnjama, kao i izgled razlicitih diferenci
vremenske serije. Zato koristimo korelograme vremenskih serija na koje
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smo primenili diference nultog, prvog i drugog reda, a takode i njihove
graficke prikaze (Slika 7.2). Grafik originalne vremenske serije potvrduje
nas predasnji nalaz o njenoj nestacionarnoj prirodi.

Mada prema kriterijumu minimalne uzoracke varijanse diferencirane serije
seriju nezaposlenosti treba dvostruko diferencirati, korelogrami prve
diference i znacajnost koeficijenata sugeriSu nam da je prva diferenca
sasvim dovoljna da se postigne stacionarnost serije. Istovremeno
uoCavamo da vrednost autokorelacionih koeficijenata opada po prigusenoj
oscilatornoj putanji. Ovakav izgled korelograma serije prvih diferenci
kasnije  koristimo  pri identifikaciji ~modela  vremenske serije
nezaposlenosti. [ |

Primer 7.3 Odrediti red diferenciranja za godiSnju vremensku seriju realni drustveni

proizvod SR Jugoslavije (serija S5). Koristiti uzoracku autokorelacionu i
parcijalnu autokorelacionu funkciju kao i kriterijum minimalne uzoracke
varijanse diferencirane serije.

KoriS¢enjem programa RATS 3.0 ocenili smo uzoracke autokorelacione i
parcijalne autokorelacione koeficijente. Kako je serija relativno kratka
(svega 40 opservacija), to smo ocenili i u Tabeli 7.3 prikazali samo prvih
deset koeficijenata za originalnu seriju, a takode 1 za njenu prvu i drugu
diferencu.

Tabela 7.3 Uzoracki autokorelacioni i parcijalni autokorelacioni koeficijenti za seriju

drustvenog proizvoda (serija S5)

k i 23] a4 s | e[ 7] 8 | 9| 0] varjansa
Originalna serija 22332 x 10°
ﬁk 095 089 082 075 067 060 051 044 037 029
&kk 095 -005 -0.16 -003 -0.12 001 -009 0.00 -006 -0.10
Prva diferenca 2,525.7
ﬁk 008 036 006 021 007 0.14 016 007 001 003
&kk 008 035 002 009 003 005 014 -003 -0.11 -0.00
Druga diferenca 4018.5
ﬁk -0.71 046 -029 0.2 -003 -006 0.13 -006 -003 0.09
&kk -0.71 -009 000 -0.12 -002 -0.10 004 0.16 -009 0.02

Kako je broj opservacija originalne vremenske serije druStvenog
proizvoda jednak 40, to je 95% interval poverenja autokorelacionih i
parcijalnih autokorelacionih koeficijenata jednak: (-0.31, 0.31), a s

obzirom na kratkodu vremenske serije koristi¢emo uZi interval poverenja:
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+0.24 (videti preporuku u Primer 7.2). Sli¢no seriji nezaposlenosti i
originalna serija druStvenog proizvoda je nestacionarna serija. To
potvrduje grafik serije i njen korelogram sa Slike 7.3 kao i parcijalni
autokorelacioni koeficijenti iz Tabele 7.3.

Slika 7.3 Realni druStveni proizvod: (a) originalna serija ((b) korelogram originalne serije), (c)
prva diferenca ((d) korelogram prve diference) i (e) druga diferenca ((f) korelogram druge diference)

Razlika u izgledu serije druStvenog proizvoda i serije nezaposlenosti
ispoljava se tokom osamdesetih godina kada dolazi do usporenog kretanja
ove prve, a posebno se izdvajaju njene poslednje dve opservacije. Za te
dve opservacije moglo bi se pretpostaviti da su rezultat strukturne
promene "mehanizma" (Citaj: privrede) koji ih je generisao ili da su
rezultat dejstva nekontrolisanih spoljnih faktora. Zato bi za ovakve
vremenske serije bilo primerenije koristiti modele koji se "hvataju u
koStac" sa problemima navedene vrste (re¢ je o modelima sa
promenljivim koeficijentima ili modelima intervencije). Medutim, mi smo
za potrebe identifikacije ARIMA modela posmatrali sve opservacije
vremenske serije druStvenog proizvoda kao da su generisane od strane
neizmenjenog mehanizma. Ovakav pristup analizi serije druStvenog
proizvoda moze rezultirati u pogreSno odredenom redu diferenciranja ili
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tipa nestacionarnosti, nego da je strukturna promena ili intervencija uzeta
u obzir u postupku modeliranja.

Kriterijum minimalne uzoratke varijanse diferencirane serije 1 njen
korelogram sugeriSu koriS¢enje istog reda diferencirana. Naime, serija
prvih diferenci druStvenog proizvoda predstavlja stacionarnu seriju prema
oba kriterijuma. Korelogram serije prvih diferenci druStvenog proizvoda,
sli¢no odgovarajuéem korelogramu kod serije nezaposlenosti, iskazuje
priguSeno oscilatorno kretanje vrednosti autokorelacionih koeficijenata. WM

Primer 7.4 Odrediti red diferenciranja za godiSnju vremensku seriju realna vrednost

osnovnih sredstava privrede druStvenog sektora SR Jugoslavije (serija S7).
Koristiti uzoracku autokorelacionu i parcijalnu autokorelacionu funkciju
kao i kriterijum minimalne uzoracke varijanse diferencirane serije.

Kori§¢enjem programa RATS 3.0 ocenili smo uzoracke autokorelacione i
parcijalne autokorelacione koeficijente. Kako je serija relativno kratka
(svega 40 opservacija), to smo ocenili 1 u Tabeli 7.4 prikazali samo prvih
deset koeficijenata za originalnu seriju, a takode i za njenu prvu i drugu
diferencu.

Tabela 7.4 Uzoracki autokorelacioni i parcijalni autokorelacioni koeficijenti za seriju

osnovnih sredstava (serija S7)

k 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 Varijansa
Originalna serija 14857 x 100
ﬁk 094 088 082 075 068 060 053 045 038 030
égkk 094 -006 -007 -007 -005 -006 -005 -007 -007 -0.05
Prva diferenca 1,491.3
ﬁk 073 055 037 035 026 0.18 003 -0.10 -0.13 -0.16
&kk 073 002 -009 022 -0.10 -007 -0.14 -0.16 0.11 -0.09
Druga diferenca 658.05
ﬁk -027 008 -021 012 009 001 -002 -007 011 -008
égkk -027 001 -020 002 014 003 002 -003 008 -0.06

Kod serije osnovnih sredstava imamo isti broj opservacija kao i u slucaju
serije druStvenog proizvoda, pa su intervali poverenja autokorelacionih
koeficijenata identi¢ni. Serija prvih diferenci (Slika 7.4(c)) ne pokazuje
prisustvo izrazitog trenda, nego je KkarakteriSu fluktuacije oko
promenljivog nivoa, Sto je inaCe odlika nestacionarne serije (slican tok
ima proces sluajnog hoda bez konstante). Ovakvo kretanje serije prvih
diferenci rezultiralo je u korelogramu (Slika 7.4(d)) sa relativno malim
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vrednostima koeficijenata (nisu statistiCki znaCajni posle Cetvrte docnje),
ali koji ¢ak i na docnjama vecim od 15 ne isCezavaju.

Slika 7.4 Osnovna sredstva: (a) originalna serija ((b) korelogram originalne serije), (c) prva
diferenca ((d) korelogram prve diference) i (e) druga diferenca ((f) korelogram druge diference)

Upravo na primeru ove serije uoCava se teSkoca odredivanja reda
diferenciranja. S jedne strane statisticka znacajnost autokorelacionih
koeficijenata sugeriSe nam da je serija stacionarna, a sa druge strane,
izgled dela korelograma u kome koeficijenti nisu statisticki znacajno
razliiti od nule, ukazuje na nestacionarnu prirodu prvih diferenci serije
osnovnih sredstava. Tako, prema kriterijumu minimalne uzoracke
varijanse diferenci- rane serije kao i na osnovu korelograma, odnosno
parcijalnog korelograma sugeriSe nam se da je seriju osnovnih sredstava
potrebno dva puta diferencirati, da bi se dobila stacionarna serija.
Medutim, ako uzmemo u obzir mali broj opservacija vremenske serije,
tada ¢emo u drugoj varijanti za ovu seriju pretpostaviti da ju je potrebno
samo jedanput diferencirati. |
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Primer 7.5 Odrediti red diferenciranja za godiSnju vremensku seriju ukupnog broja

zavrSenih stanova u SR Jugoslaviji (serija S8). Pri tome koristiti uzoracku
autokorelacionu 1 parcijalnu autokorelacionu funkciju kao 1 kriterijum
minimalne uzoracke varijanse diferencirane serije.

Kori§¢enjem programa RATS 3.0 ocenili smo uzoracke autokorelacione i
parcijalne autokorelacione koeficijente. Kako je serija relativno kratka
(svega 38 opservacija), to smo ocenili 1 u Tabeli 7.5 prikazali samo prvih
deset koeficijenata za originalnu seriju, a takode i za njenu prvu i drugu
diferencu.

Tabela 7.5 Uzoracki autokorelacioni i parcijalni autokorelacioni koeficijenti za seriju

zavrSenih stanova (serija S8)

k 12| 3| 4] s [ 6| 7] 8| 9 | 10] Varijansa
Originalna serija 2.2368 x 103
F) 086 073 062 050 039 027 016 008 001 -004
¢; 086 -002 001 -0.13 -001 -015 -002 002 -003 -001
ki
Prva diferenca 0.2579 x 10°
F} 004 001 0.9 0.4 017 002 014 0.1 -005 -002
¢; 004 001 0.9 0.3 017 -002 010 003 -009 -0.10
ki
Druga diferenca 04461 x 108
F} 048 -003 011 -012 0.17 -0.18 0.10 002 -008 007
¢; 048 -033 010 -0.16 009 -009 002 004 -001 -001
ki

Sa korelograma originalne serije (Slika 7.5(b)) vidimo da vrednost
koeficijenata relativno brzo opada ka nuli, ali nam sliku donekle "kvare"
koeficijenti na viSim docnjama. To nam ukazuje da seriju nije potrebno
diferencirati. Medutim, na osnovu raspoloZivog broja opservacija
vremenske serije gruba aproksimacija 95% intervala poverenja
koeficijenata iznosi (—0.32, 0.32), pa nam znaCajnost prvih pet-Sest

koeficijenata sugeriSe da je seriju potrebno barem jedanput diferencirati.

Po svom izgledu originalna serija zavrSenih stanova (Slika 7.5(a)) 1 njen
korelogram (Slika 7.5(b)) podsecaju na odgovarajuée grafike kod serije
prvih diferenci osnovnih sredstava (Slika 7.4(c) i 7.4(d)), pa je i
komentar sa stanoviSta izbora reda diferenciranja slican onome iz Primera
74. Dakle, u sluCaju serije sa malim brojem opservacija, na osnovu
korelograma ne moze se doneti nedvosmislen zaklju¢ak o potrebi,
odnosno redu diferenciranja. Zato smo se za potrebe dalje analize
opredelili da originalnu seriju zavrSenih stanova u drugoj varijanti
posmatramo kao stacionarnu seriju, odnosno da seriju ne diferenciramo.
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Slika 7.5 ZavrSeni stanovi: (a) originalna serija ((b) korelogram originalne serije), (c) prva
diferenca ((d) korelogram prve diference) i (e) druga diferenca ((f) korelogram druge diference)

Ukoliko prema prvoj varijanti (red diferenciranja jednak jedinici)
primenimo postupak diferenciranja na seriju zavrSenih stanova dobija se
serija (Slika 7.5(c)) koja ima sve odlike stacionarne serije, a njen
korelogram (Slika 7.5(d)) svojim izgledom sugeriSe da je re¢ o procesu
belog Suma. Do identi¢nog zakljucka dolazimo koris¢enjem kriterijuma
minimalne uzoracke varijanse diferencirane serije, odnosno da je prvom
diferencom postignuta stacionarnost serije zavrSenih stanova. [

7.3.2 Testovi jedinicnih korena

Alternativa "vizuelnom" nacinu odredivanju reda diferenciranja na osnovu obi¢nog i
parcijalnog uzorackog korelograma jeste formalan statisticki postupak testiranja prisustva
jednog ili viSe jedini¢nih korena. U prikazu postupka testiranja prisustva jedini¢nog
korena skoncentrisaiemo se na autoregresione modele. Ovaj izbor modela nije posebno
restriktivan, jer e ARIMA model uvek imati AR reprezentaciju, ako je MA polinom
invertibilan. Posmatrajmo AR proces prvog reda:
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(1-aB)X,=¢,. (74)
Kako je (1-aB)=[(1-B)+(1—«a)B] jednacinu (7.4) piS§emo u obliku

1-B)X,+(1-a)X,, =¢ (7.5)
odnosno
AX,=(a-1)X ,+¢ (7.6)

gde je AX,=(1-B)X,. Koeficijent (a—1) se moZe konzistentno oceniti metodom

obi¢nih najmanjih kvadrata. Ocena tog koeficijenta omogucava testiranje nulte hipoteze
da je o =1 prema alternativnoj hipotezi da je « <1. Drugim re¢ima, nultom hipotezom
iskazujemo pretpostavku o nestacionarnosti protiv alternativne pretpostavke da je
posmatrani proces stacionaran. Prema terminologiji koju smo koristili u 5. Glavi kaZzemo
da je prema nultoj hipotezi posmatrani proces integrisan prvog reda, protiv alternativne
hipoteze da je nultog reda integrisanosti. Na osnovu koriS¢enih oznaka piSemo da je
H,: X, ~1(1), protiv H,:X,~1(0). Fuller (1976) je pokazao da odnos ocene

koeficijenta (@ —1) i njegove standardne greSke nema standardan t—raspored Cak i u

asimptotskom slucaju. Raspored ove statistike, koju oznatavamo sa 7 da bi je
razlikovali od t-—statistike, asimetri¢an je ulevo. Prema autorima koji su dali veliki
doprinos navedenom definisanju testova jedini¢nog korena, ovaj “t—odnos” nazivamo
Dickey-Fullerova statistika ( DF — statistika).

Ako u regresioni model (7.6) uvedemo konstantu dobi¢emo sledec¢i model:
AX, =f,+(@-1DX, , +¢, (7.7)

na osnovu koga testiramo nultu hipotezu o postojanju jedini¢nog korena, ali, za razliku
od modela (7.6), sada nultom hipotezom pretpostavljamo za posmatrani proces da
predstavlja proces sluCajnog hoda sa konstantnom. Uvodenjem konstante u model menja
se prvobitni raspored Dickey-Fullerove statistike.

Naredna modifikacija modela (7.7) sastoji se u uvodenju linearnog trenda $to nam
omogucava da iskazemo alternativnu hipotezu o trend stacionarnosti posmatrane
vremenske serije. Osnovu testa nulte hipoteze o diferencnoj stacionarnosti protiv
alternativne hipoteze o trend stacionarnosti zasnivamo dakle na modelu:

AX, =, +pt+(a-DX, , +¢ . (7.8)

I u slucaju ove modifikacije menja se prvobitni raspored Dickey-Fullerove statistike. U
primeni Dickey-Fullerovog testa pretpostavljamo da je serija reziduala ocenjenih modela
(7.6)-(7.8) proces belog Suma, $to kod vecine vremenskih serija nije ispunjeno. Prema
predloZenoj korekciji tih modela (Dickey (Diki) i Fuller (1979)) dodaju se vrednosti
zavisne promenljive s docnjom, odnosno c¢lanovi AX, ;, 1=12,...,p. Pri tome se

pretpostavlja da je veca verovatnoda da ce serija reziduala proSirenog modela slediti
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proces belog Suma, no Sto je to slucaj sa rezidualima dobijenim pre proSirivanja
modela. Ovime je omoguceno definisanje tzv. proSirenog (engl. augmented) Dickey-
Fullerovog testa. Odgovarajucu statistiku oznatavamo kao ADF(p) statistiku. Dakle,

uz sve navedene modifikacije preporuCuje se da se pri testiranju postojanja jedini¢nog
korena koristi model:

p
AX, =By + Bt+(a—DX  + D AMX +&, (7.9)
i=1

gde p predstavlja broj zavisnih promenljivih s docnjom. Veli¢inu p odredujemo tako

da serija reziduala ocenjenog modela predstavlja proces belog Suma. Alternativa je da se
koristi jedan od kriterijuma izbora reda autoregresionog procesa koji ¢emo definisati u
Odeljku 7.3.4. Kao i kod obi¢ne Dickey-Fullerove statistike i proSireni Dickey-Fullerov
test zasnovan je na "t—odnosu" ocene koeficijenta uz X, ; i njegove standardne greske.

Ukoliko na osnovu modela (7.9) odbacimo hipotezu o postojanju jednog jedini¢nog
korena, odnosno konstatujemo da serija nije diferencno stacionarna, tada je moguce da
je vremenska serija trend stacionarna. Za sve navedene modifikacije u Tabeli B6
(Dodatak B) dajemo kriticne vrednosti Dickey-Fullerovih statistika. Naposletku, ako za
originalnu vremensku seriju na osnovu Dickey-Fullerove statistike ne odbacimo nultu
hipotezu o postojanju jednog jedinicnog korena, testira se prisustvo drugog jedini¢nog
korena koriS¢enjem modela (7.9), ali sada za prvu diferencu vremenske serije. U tom
slucaju poredimo "t-—odnos" koeficijenta uz AX,, i odgovarajucu kriticnu vrednost

Dickey- Fullerove statistike, pri ¢emu zavisna promenljiva u modelu (7.9) postaje
AAX

te

Pored izloZenih testova jedinicnog korena zasnovanih na "t—odnosu", Dickey i
Fuller (1981) su definisali 1 tri statistike zasnovane na principu koli¢nika
verodostojnosti. U praktiénoj primeni ovih testova moZemo reéi da se radi o
standardnim "regresionim F —testovima" namenjenih testiranju hipoteze o ogranicenju
na parametre modela’ (7.6)-(7.8). Ako pretpostavimo da vremenskoj seriji X, odgovara

model (7.7), tada nultu hipotezu da je (f,,a)=(0,1), protiv alternativne da nulta

hipoteza nije tacna, testiramo koriS¢enjem statistike koli¢nika verodostojnosti koja se
naziva @, statistika. Kao Sto su pokazali Dickey i Fuller ova statistika nema standardan

F —raspored, mada se do njene izraunate vrednosti dolazi na osnovu izraza u 3.
fusnoti. Kriti¢ne vrednosti ove i ostalih statistika @ testova date su u Tabeli B7
(Dodatak B).

* Za postupak testiranja ograni¢enja na parametre modela, odnosno definiciju "regresionog F-testa"
videti JoviCi¢ (1981, ss. 77-80). Prema obelezavanju koris¢enom u navedenoj referenci koli¢nik koji
koristimo u postupku testiranja: ((OSKG - BSKG)/g)/(BSKG/(n-k)) ima F raspored sa g i (n-k) stepeni
slobode, gde je sa OSKG i BSKG oznaCena suma kvadrata reziduala u regresionom modelu sa i bez
ograniCenja na parametre modela respektivno, g predstavlja broj ogranienja na parametre modela, n je
duzina vremenske serije, a k broj regresora u modelu bez ograni¢enja na parametre.
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Na osnovu modela (7.8) testiramo nultu hipotezu (f,, 5, ) =(0,0,1), protiv

alternativne da nulta hipoteza nije tacna. Osnovu testa navedene hipoteze predstavlja
statistika koliCnika verodostojnosti koja se naziva @, statistika. Do izraCunate vrednosti

ove statistike dolazimo na osnovu izraza iz 3. fusnote, pri ¢emu imamo tri ogranicenja
na parametre modela (7.8) definisana nultom hipotezom. Model dat izrazom (7.8)
koristimo i za testiranje nulte hipoteze (5, 5, &) =(f,,0,1), protiv alternativne da nulta

hipoteza nije tacna. Osnovu testa predstavlja statistika koli¢nika verodostojnosti koja se
naziva @, statistika. U ovom slucaju prema nultoj hipotezi pretpostavlja se da postoji

jedan jedini¢ni koren, odnosno da vremenskoj seriji odgovara model slucajnog hoda sa
konstantom. Napominjemo da tek ako se na osnovu @, statistike utvrdi odsustvo

linearnog trenda, kao polazni koristi se model (7.7).

Naposletku, ukaZimo na jednostavan test jedinicnog korena koji su predlozili Sargan
(Sargn) i Bhargava (Bargava) (1983), a zasnovan je na poznatoj Durbin-Watsonovoj
statistici. Polazi se od modela (7.6) koji mozemo iskazati u slede¢em obliku:

X,=aX  +¢&. (7.10)

Autori su predlozili izraCunavanje tzv. integracione Durbin-Watsonove statistike:

Z(Xt - Xt—1)2
IDW = =2 , (7.11)

> (X, - X

gde smo sa X oznadili sredinu vremenske serije. Ako je u modelu (7.10) a =1, tada
je brojilac u izrazu (7.11) jednak sumi kvadrata reziduala. MoZe se u tom slucaju reci
da je X, , "ocenjena" vrednost u regresiji X, na X _,. Tada ofekujemo da ¢e Durbin-

Watsonova statistika data izrazom (7.11) biti bliska nuli. Znaci da je provera reda
integrisanosti vremenske serije zasnovana na proveri da li je IDW statistika statistiCki
znaCajno veca od nule. Ako jeste, zakljuCujemo da je posmatrani proces stacionaran
(nultog je reda integrisanosti, tj. X, ~1(0)) inafe je nestacionaran (prvog je reda

integrisanosti, tj. X, ~ 1(1)).

Ukoliko u izraz (7.10) uvedemo konstantu tada razmatramo proces slucajnog hoda sa
konstantom, za koji Bhargava (1986) definiSe statistiku:

n

Z(xt - Xt—l)z _%(Xn - X1)2
IDW, = =2 . (1.12)

YT (DX, (DX, ~(1-DX, ~ (=X~ (X, + X, ) |

(-0 43

za testiranje prisustva jedini¢nog korena. Kriticne vrednosti ova dva testa date su u
Tabeli B8 (Dodatak B). Ukoliko je izraCunata vrednost statistike (7.11) i (7.12) veca od
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odgovarajuce tabli¢ne vrednosti, tada odbacujemo nultu hipotezu o postojanju jedini¢nog
korena.

Primer 7.6 Odrediti red diferenciranja kori§¢enjem predloZenih testova jedini¢nog
korena za sledece godiSnje vremenske serije SR  Jugoslavije:
nezaposlenost (serija S4), realni druStveni proizvod (serija S5), osnovna
sredstva privrede druStvenog sektora (serija S7) i ukupan broj zavrSenih
stanova (serija S8).

Koriséenjem programa RATS 3.0 ocenili smo modele (7.6)-(7.9). Na
osnovu izloZzenog postupka izracunali smo vrednosti zahtevanih statistika
testova jedini¢nog korena. Dobijene rezultate prikazali smo u Tabeli 7.6.

Tabela 7.6 Rezultati testova jedini¢nih korena

DF test ADF test D D o)
Serije ae lan | as [ ae [ an]as ! i 3
Nezaposlenost
originalna serija| 5.57 0.14 -1.53 1.74 -061 -2.77 174 13.1 1.3 0.02
prva diferenca| -1.56 -2.78 -2.71 | -1.73 -328 -321 39 2.5 37| 087
druga diferenca| -4.75 -4.66 456 -473 -465 -455 109 6.9 104 [ 191
Drustveni proizvod
originalna serija| 2.78 -2.52 247 159 -2.14 378 11.3 12.2 841 002
prva diferenca| -386 471 -578| -083 -0.15 -1.19 11.3 114 169 | 1.63
druga diferenca| -1529 -1528 -15.79 | -542 -549 -594| 1168 833 1249 | 347
Osnovna sredstva
originalna serija| 1024 -0.13  -095 073 -126 -141] 1049 70.1 05| 001
prva diferencal -0.69 -248 245 -045 -257 -2.67 3.1 2.5 37 044
druga diferenca| -794 -786 -841[ -456 -451 -495 309 23.5 353 2.55
ZavrSeni stanovi
originalna serija| -005 -222 -015]| -0.11 -257 -0.32 2.7 35 50| 0.11
prva diferenca| -488 485 -6.73| -3.04 -296 -546 119 15.6 233 1.69
druga diferencal -9.84 -9.75 974 -724 -7.19 -7.19 47.7 31.7 475 291

IDW

Napomena: U Tabeli 7.6 brojevi iz druge, trece i Cetvrte kolone odnose se na vrednosti
Dickey-Fullerove statistike racunate na osnovu modela bez konstante i bez trenda
(model (7.6)), modela sa konstantom i bez trenda (model (7.7)) i modela sa konstantom
i trendom (model (7.8)). Sto se prosirenog Dickey-Fullerovog testa ti¢e, vrednost
njegove statistike racunata je na osnovu istih modela kao i kod DF testa, s tim da je
dodat jedan regresor: zavisna promenljiva s docnjom od jednog perioda (znaci da je u
izrazu (7.8) zamenjeno p=1).

Kao prvu informaciju o redu integrisanosti vremenske serije koristimo
rezultate  jednostavnog  integracionog  Durbin-Watsonovog  testa.
Prezentirani rezultati IDW testa ukazuju da je seriju drustvenog proizvoda
i zavrSenih stanova potrebno jedanput diferencirati radi postizanja njihove
stacionarnosti. U sluCaju promenljive osnovnih sredstava red integrisanosti
te vremenske serije jednak je dvojci. Sto se serije nezaposlenosti tiCe,
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odgovor na osnovu IDW testa nije nedvosmislen, bar ne na nivou
znacajnosti od 5%.

U primeni DF testa javlja se problem na koji smo ukazali pri definisanju
ADF testa. Naime, niska vrednost DW statistike 1 visoka vrednost
relevantnije Box-Pierceove statistike (videti Odeljak 7.5.1) ocenjenog
regresionog modela (7.6)-(7.8) sugeriSe  prisustvo problema
autokorelisanosti reziduala. Znaci da nije moguce prihvatiti pretpostavku
da serija reziduala predstavlja proces belog Suma. Stoga se ne moZemo
previSe pouzdati u rezultate DF testa. Ipak, i pored autokorelisanosti
reziduala rezultati DF testa podudarni su sa naSim nalazom na osnovu
korelograma, odnosno IDW testa. Tako je prema rezultatima DF testa
seriju druStvenog proizvoda i zavrSenih stanova potrebno jedanput
diferencirati, seriju osnovnih sredstava dva puta, a za seriju
nezaposlenosti smo u dilemi da li je potrebno jedanput ili dva puta
diferencirati. Kod ove poslednje serije pretpostavka o procesu slucajnog
hoda sa konstantom je takode verovatna.

KoriS¢enjem ADF testa utvrdeno je da se jedina razlika u odnosu na
predasnji zakljucak tiCe serije druStvenog proizvoda. Ovaj test sugeriSe da
seriju drusStvenog proizvoda treba dva puta diferencirati radi postizanja
stacionarnosti. Na izvestan nacin ovaj rezultat je ocekivan. Naime, u
slu¢aju serije sa strukturnom promenom kakva se desila 1989. godine u
seriji druStvenog proizvoda, ako se ne ukljuci veStacka promenljiva koja
¢e obuhvatiti taj strukturni prelom u seriji, rezultati testova jedini¢nog
korena sugerisace viSi red diferenciranja no kada se veStacka promenljiva
uklju¢i u model (Perron (Peron) (1989)). Nazalost, do sada nije ispitana
jacina testova jedini¢nog korena uz prisustvo veStackih promenljivih.

Naposletku, za testove koli¢nika verodostojnosti konstatujemo da pate od
istog nedostatka kao i DF testovi. Obe klase testova osetljive su na
odsustvo pretpostavke da serija reziduala predstavlja proces belog Suma.
Ipak, i pored ovog nedostatka, sva tri @ testa kod serije zavrSenih
stanova sugeriSu da je potrebno seriju jedanput diferencirati. Kod serije
nezaposlenosti 1 osnovnih sredstava ovi testovi ukazuju na potrebu za
dvostrukim diferenciranjem. Medutim, rezultat @, testa kod serije

nezaposlenosti podupire i hipotezu da se radi o procesu slucajnog hoda sa
konstantom. Jedino kod serije drusStvenog proizvoda sva tri testa ne
sugeriSu da ju je potrebno diferencirati. Ovaj zakljucak delimi¢no je
rezultat gore navedenog problema autokorelacije serije reziduala.
Istovremeno ukazujemo 1 na to da kada, kao u ovom slucaju,
raspolazemo skromnim brojem opservacija jaCina testova jedini¢nog
korena je relativno mala (Schwert (Svert) (1989)). Pored ranije navedenog
uticaja strukturnih promena ovim bi se objasnili dobijeni divergentni



178 Glava 7 lzgradnja ARIMA modela

rezultati razliCitih testova jedinicnog korena kod serije drusStvenog
proizvoda.

Sumirajuci izloZzeno moZemo konstatovati da su testovi jedinicnog korena
ukazali da je za seriju nezaposlenosti 1 zavrSenih stanova prihvatljiva
pretpostavka o postojanju jednog jedini¢nog korena, pri ¢emu kod serije
nezaposlenosti se moZe uvesti i konstanta. Za serije drustvenog proizvoda
i osnovnih sredstava konkuriSu dve alternativne formulacije: prema prvoj
radi se o procesu slucajnog hoda sa konstantom, a prema drugoj u seriji
su prisutna dva jedini¢na korena. |

O postupcima testiranja reda integrisanosti kod ARMA modela videti Said (Said) i
Dickey (1984), a o alternativnim testovima videti kod Phillipsa (Filips) (1987) i
Phillipsa 1 Perrona (1988). O testiranju prisustva jedinicnog korena i1 utvrdivanju tipa
nestacionarnosti (trend ili diferencna stacionarnost) u slucaju strukturnih promena videti
kod Perrona (1989).

7.3.3 Odredivanje reda procesa

Nakon odredivanja reda diferenciranja potrebno je odrediti red AR i MA polinoma.
On se u klasicnom Box-Jenkinsovom pristupu odreduje na osnovu ocenjenih
autokorelacionih funkcija za diferenciranu seriju, tako Sto se poredi izgled uzorackog
korelograma sa izgledom teorijskih korelograma poznatih modela niZeg reda. Radi
podsecanja navodimo da klasu stacionarnih AR procesa karakteriSe obican korelogram
sa eksponencijalno 1ili oscilatorno opadaju¢im vrednostima koeficijenata, dok na
parcijalnom korelogramu ovih procesa sve vrednosti koeficijenata na docnjama veéim od
reda procesa su jednake nuli. Na osnovu dualne veze AR i MA procesa, izgled obi¢nog
korelograma klase invertibilnih MA procesa sliCan je parcijalnom korelogramu AR
procesa, i obratno, parcijalni korelogram MA procesa sliCan je obi¢nom korelogramu
AR procesa. Naposletku kod meSovitog ARMA(pP,q) procesa, na oba korelograma

autokorelacioni koeficijenti pokazuju tendenciju opadanja (meSavina eksponencijalnog i
priguSenog sinusnog kretanja) nakon prvih —p docnji kod obi¢nog i nakon prvih
p—q docnji kod parcijalnog korelograma.

Time S§to smo odredili red diferenciranja i red AR i MA polinoma identifikovali smo,
tzv. prethodni ili privremeni (engl. tentative) model vremenske serije. Kako je Box-
Jenkinsov postupak iterativan po svojoj definiciji, ovaj priviemeni model ¢e u narednim
etapama, odnosno iteracijama doZiveti eventualno promene sve dok se ne dode do
finalnog modela.

Primer 7.7 ldentifikovati odgovarajuc¢i red ARIMA procesa koriS¢enjem uzorackog
obi¢nog i parcijalnog korelograma za sledece godiSnje vremenske serije
SR Jugoslavije: nezaposlenost (serija S4), realni druStveni proizvod (serija
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S5), osnovna sredstva privrede druStvenog sektora (serija S7) i ukupan
broj zavrSenih stanova (serija S8).

Na osnovu analize korelograma navedenih serija prikazanih na Slikama
7.2- 7.5, pokuSajmo odrediti priviemeni ARIMA model.

Kod vremenske serije nezaposlenosti konstatovan je priguSeni oscilatorni
karakter korelograma serije prvih diferenci (Slika 7.2(d)), S$to nam
sugeriSe da toj vremenskoj seriji odgovara AR(2) model Ciji je
pripadajuci polinom sa kompleksnim korenima. Ovaj izbor AR(2) modela
potvrduju i prva dva statisticki znacajna parcijalna autokorelaciona
koeficijenta. Na osnovu sredine diferencirane serije W =21401.8 i
standardne greSke ocene te sredine S =3564, vrednost t—odnosa

jednaka je 6.00. Ovo nam ukazuje na prisustvo deterministiCkog trenda,
pa je prva specifikacija ARIMA modela serije nezaposlenosti:

(1-4B—4,B)1-B)X, =6, +¢,. (7.13)

Podsecamo da je pri koriS¢enju testova jedinicnog korena sugerisano da
se kod serije prvih diferenci uvede konstanta. Ta sugestija je u
saglasnosti sa gornjim nalazom na bazi poredenja sredine diferencirane
serije i njene standardne greSke ocene. S druge strane, pri odredivanju
reda diferenciranosti serije receno je da se eventualno moZe uzeti u obzir
i to da je seriju nezaposlenosti potrebno dva puta diferencirati da bi se
postigla njena stacionarnost. Zato je druga, alternativna specifikacija
ARIMA modela ove vremenske serije data izrazom:

(1-4B—4,B)(1-B)*X, =¢,. (7.14)

Na osnovu korelograma serije drugih diferenci (Slika 7.2(f)) reklo bi se
da je predlozeni AR(2) model sa ograni¢enjem na prvi koeficijent, tj. da
je ¢ =0. Pri ocenjivanju predloZzenog modela (7.14) proverié¢emo ovu

pretpostavku.

U slucaju serije druStvenog proizvoda takode dajemo dve alternativne
specifikacije ARIMA modela. Prema prvoj radi se o AR(2) modelu za
seriju prvih diferenci pri ¢emu u model uvodimo 1 konstantu.
Racunanjem t—odnosa dobijamo ty; =3.78, pa nam ova izraCunata

vrednost statistike testa potvrduje nuznost ukljucivanja konstante u model.
Za seriju drustvenog proizvoda prvi prethodni ARIMA model glasi:

(1-4B-¢,B>)1-B)X, =6, +¢,. (7.15)

S obzirom da su nam testovi jedini¢nog korena sugerisali da je seriju
druStvenog proizvoda potrebno dva puta diferencirati, korelogram sa Slike
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7.3(f) 1 parcijalni autokorelacioni koeficijenti drugih diferenci iz Tabele
7.3 ukazuju na drugi prethodni ARIMA model. Kako autokorelacioni
koeficijenti pokazuju tendenciju ka alterniranju, a medu parcijalnim
autokorelacionim koeficijentima znacajan je samo prvi, to se moZe reci
da za druge diference ove serije odgovara AR(1) model kod koga je
¢ <0:

(1-4B)(1-B)’ X, =¢,. (7.16)

Za seriju osnovnih sredstava predlozeno je jednostruko i dvostruko
diferenciranje u cilju postizanja stacionarnosti. Na osnovu korelograma
prvih diferenci predlaze se slede¢i model:

(1-4B)1-B)X, =6, +¢,. (7.17)

Korelogram drugih diferenci i jedini statisticki znaCajan parcijalni
autokorelacioni koeficijent na prvoj docnji ukazuju na drugi model za
seriju osnovnih sredstava:

(1-4B)(1-B)’ X, =¢,. (7.18)

Naposletku, za diferenciranu seriju zavrSenih stanova korelogram sa Slike
7.5(d) sugeriSe da se radi o procesu beloga Suma. To znali da serija
zavrSenih stanova predstavlja proces sluajnog hoda. Da bismo proverili
da li je potrebno dodavati konstantu procesu slu¢ajnog hoda raCunamo
t —odnos: tW=VV/SW=532.05/846.46=0.63. Kako ovaj odnos nije

statisticki znaCajan zakljuCujemo da nije potrebno uvoditi konstantu u
model koji stoga glasi:

(1-B)X, =¢,. (7.19)

Za potrebe dodatne analize ove serije oceni¢emo za nju i AR(1) model.

Ovde je interesantno dodatno prokomentarisati seriju zavrSenih stanova.
Podse¢amo da smo za seriju zavrSenih stanova na osnovu korelograma i
testova jedini¢nih korena dobili da je potreban red diferenciranja jednak
jedinici. Ako nastavimo dalje sa nepotrebnim diferenciranjem ove serije
(diferenciramo seriju prvih diferenci), tada ¢emo dobiti stacionarnu seriju,
ali sa veCom uzorackom varijansom diferencirane serije (videti Tabelu
7.5). Istovremeno na korelogramu dobijamo da je prvi autokorelacioni
koeficijent jednak -0.48 i da je statistiCki znaCajan. Na osnovu izgleda
tog korelograma identifikovali bismo MA(1) model. Uz navedenu
vrednost prvog autokorelacionog koeficijenta, implicirani koeficijent
MA(1) modela blizak je jedinici. Znac¢i da smo prekomernim
diferenciranjem generisali neinvertibilni MA(1) model . [
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Napominjemo da ocenjeni autokorelacioni koeficijenti imaju veliku varijansu i obi¢no
su visoko autokorelisani jedan s drugim. Iz tog razloga se ne moZe ocekivati da ce se
uzoracki korelogrami u detaljima podudarati sa izgledom teorijskih korelograma. Mada
se na osnovu izgleda korelograma moZe biti siguran u pogledu opStih karakteristika
procesa, nismo uvek u moguénosti precizno odrediti njegov red. Zbog ovog
subjektivnog momenta u fazi identifikacije potrebno je veliko iskustvo da bi se
identifikovao odgovarajuéi ARIMA model. Zato preporucujemo da se prilikom
koriS¢enja uzoracke autokorelacione funkcije za odredivanje reda procesa u grani¢nim
slu¢ajevima predloze dva ili viSe bliskih modela kao kandidata za naredne etape
ocenjivanja i provere adekvatnosti. U Primeru 7.7 postupili smo prema upravo datoj
preporuci.

7.3.4 KoriSéenje kriterijuma za izbor modela

Izbor reda ARMA procesa na bazi obi¢nog i parcijalnog korelograma unosi veliki
stepen arbitrarnosti u Box-Jenkinsovu metodologiju, a da bi dao dobre rezultate zahteva
dosta iskustva. Stoga su Cinjeni pokuSaji da se u fazi izbora reda ARMA procesa Box-
Jenkinsov postupak automatizuje koriSéenjem statisticki utemeljenog skupa pravila. U
tom smislu predloZzeni su brojni kriterijumi izbora modela, prvobitno za diste AR
procese, a zatim i za meSovite ARMA procese. Kod svih se pretpostavlja da je red
diferenciranja odreden, a cilj postupka jeste odredivanje odgovarajuce vrednosti p i (.

Postupci odredivanja reda procesa zasnovani su na minimiziranju funkcije:

5(p.a)=Iné2 + p:q a(n). (7.20)

. ~2 .. . .. . . ,
gde je o0, , ocena varijanse reziduala ARMA(p,q) modela dobijena po metodi najvece

verodostojnosti, a @g(n) predstavlja nenegativnu funkciju penala ili kaznenu funkciju
(engl. penalty function). Napominjemo da ¢e se sa povecanjem broja koeficijenata,
InoA';q smanjivati, a (p+q)g(n)/n ¢e rasti. Prema tome, funkcijom J(p,q) su
opisana dva medusobno suprotstavljena zahteva. Prvi zahtev je zahtev za smanjenjem
varijanse, odnosno preciznijim ocenjivanjem, Sto se postize povecanjem broja
koeficijenata. Drugi zahtev tice se principa ekonomicnosti u gradnji modela, $to znaci
da se smanjenjem broja koeficijenata u vecoj meri pridrzavamo ovog principa. Dakle,
smanjenje vrednosti funkcije J(p,q) moZemo posti¢i smanjivanjem varijanse (prvi

sabirak u izrazu (7.20)), ali ¢emo istovremeno, zbog ukljuCenja veceg broja
koeficijenata, "placati" kaznu (drugi sabirak u izrazu (7.20)), Sto u krajnjem ishodu vodi
ka poveéanju vrednosti funkcije o(p,q). Izborom ove kaznene funkcije definiSemo

razliCite alternativne kriterijume. Tako na primer, ako u izraz (7.20) stavimo g(n)=2,
dobijamo tzv. Akaikeov informacioni kriterijum ili skradeno AIC(p,q) kriterijum
(Akaike (Ekeik) (1973)). Ako u izrazu (7.20) stavimo ¢(n)=In(n), dobijamo tzv.

Bayesov informacioni kriterijum ili skraéeno BIC(p,q) kriterijum koji je predloZio
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Schwarz (Svarc) (1978). Treéi kriterijum je tzv. HQ(p,q) kriterijum koji su predloZili

Hannan i Quinn (Kvin) (1979), a koji se dobija na osnovu izraza (7.19) definisanjem
funkcije g(n)=kIn[In(n)], gde je k konstanta, k> 2.

Pored gornjih kriterijuma Akaike (1970) je predloZio i tzv. kriterijum konacne greske
prognoziranja (engl. final prediction error):

n+p+q -,

FPE(p,q) = 0
n-p-q

(721)

Pored ovih, definisani su brojni drugi kriterijumi’. Njihova struktura je sli¢na u tom
smislu $to im prvi sabirak ukljucuje varijansu greSke prognoze za jedan korak unapred,
a drugi sabirak uzima u obzir broj ocenjenih koeficijenata, odnosno pripisuju svojevrsne
kazne ukoliko se povecava broj koeficijenata. Postupak primene ovih kriterijuma je
sledeéi. Prvo se fiksira gornja granica reda polinoma ¢(B) i 6(B), recimo da su to

vrednosti P i Q. Zatim se bira red p* i * tako da je, na primeru AIC kriterijuma:

AIC(p*,g*) = rrgiqn AIC(p,q), pe{0,1,.., P}, qe{0,1,..,Q}. (7.22)

Postupak primene drugih kriterijuma izbora reda procesa je identiCan izloZenom
postupku primene AIC kriterijuma.

Primer 7.8 Za vremensku seriju zavrSenih stanova identifikovati odgovarajuéi red
ARMA procesa koriS¢enjem izloZenih kriterijuma izbora modela. Fiksirati
maksimalni red AR i MA polinoma na 3.

Za seriju zavrSenih stanova odredili smo red diferenciranja u Primeru 7.5
i 7.6, te konstatovali da je potrebno jedanput diferencirati tu seriju radi
postizanja njene stacionarnosti.

Primenimo na diferenciranu seriju izlozeni postupak izbora reda procesa
koriSéenjem razlicitih kriterijuma. Opredelili smo se za dva kriterijuma
AIC i FPE. Citaocu se ostavlja da proveri da se korii¢enjem preostala
dva kriterijuma, tj. HQ i BIC dobija identian rezultat kao i primenom
AIC i FPE kriterijuma’. Vrednosti AIC i FPE kriterijuma za razli¢iti red
AR 1 MA polinoma za seriju zavrSenih stanova dati su u Tabeli 7.7.

* Videti: Gooijer (GuiZer) i dr. (1985) i Koreisha (KorejSa) i Yoshimoto (JoSimoto) (1991) za iscrpan
pregled ovih i drugih postupaka za identifikaciju reda ARIMA modela.

° Napominjemo da se u opstem slu¢aju ne dobija identi¢an rezultat koris¢enjem razli¢itih kriterijuma
izbora reda procesa.
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Tabela 7.7 Vrednosti AIC i FPE kriterijuma za seriju zavrSenih stanova

AIC Kkriterijum FPE Kkriterijum (X 106 )
Red AR Red MA polinoma Red AR Red MA polinoma
polinoma 0 | 1 | 2 3 polinoma 0 | 1 | 2 | 3
0 17.09 17.12 17.15 17.13 0 26.51 27.22 28.02 27.39
1 17.14 1691 17.02 1 2791 2214 2458
2 17.19 17.08 17.16 17.17 2 29.32 26.23 28.25 28.58
3 17.21 17.16 17.14 17.16 3 29.39 2843 27.69 28.34

U Tabeli 7.7 je minimalna vrednost AIC 1 FPE Kkriterijuma posebno
obeleZzena. Ona nam sugeriSe izbor ARMA(1,1) modela za narednu etapu
postupka izgradnje modela vremenske serije zavrSenih stanova.
Podsecamo da je koriS¢enjem korelograma za ovu seriju u Primeru 7.7
predloZzen model slucajnog hoda. U odeljku posveéenom ocenjivanju
detaljnije ¢emo razmotriti ove alternativne modele. [

Sto se tice vrednosti P i Q nema posebnog uputstva o nainu njihovog izbora, ali

se pretpostavlja da su dovoljno velike da definiSu Sirok spektar modela koji bi trebalo
da obuhvati i taCan model. Pokazano je da BIC i HQ kriterijum konzistentno ocenjuju
red autoregresionog procesa (Hannan (1980)), dok kriterijumi AIC i FPE tezi da
pristrasno naviSe ocene taCan red procesa (Shibata (Sibata) (1976)). Uporedne studije
alternativnih kriterijuma za izbor ARMA modela pokazale su da i u malim uzorcima
bolje osobine imaju BIC i HQ kriterijumi u odnosu na ostale kriterijjume. Na osnovu
ovih teorijskih 1 empirijskih rezultata BIC i HQ kriterijjumu daje se prednost u odnosu
na preostala dva izloZzena kriterijuma.

7.3.5 Inverzna autokorelaciona funkcija

U tradicionalnoj metodologiji Boxa 1 Jenkinsa obifna i parcijalna autokorelaciona
funkcija predstavljaju osnovno sredstvo identifikacije ARMA modela. Pored njih koristi
se 1 inverzna autokorelaciona funkcija (engl. inverse autocorrelation function). Najkrace
reCeno ona predstavlja autokorelacionu funkciju ARMA modela u kome su polinomi
#(B) i 6(B) =zamenili mesta. Zna¢i, ako diferencirana serija W, predstavlja

ARMA(p,q) proces: ¢(B)W, =6(B)s,, tada éemo odgovarajuéi model ARMAC(Q, p)
procesa nazvati dualnim ili inverznim modelom prvobitnog ARMA(p,q) modela. Ako
je na primer polazni model AR(p) model sa autokorelacionim koeficijentima koji
lagano odumiru ka nuli, tada d¢e dualni model biti MA(pP) model ¢iji e
autokorelacioni koeficijenti posle p—te docnje biti jednaki nuli. Ocigledno je da se

inverzna autokorelaciona funkcija ponaSa sli¢no parcijalnoj autokorelacionoj funkciji, pa
se na isti nacin koristi prilikom utvrdivanja reda procesa. Zbog toga se ova funkcija
moZe smatrati konkurentom parcijalnoj autokorelacionoj funkciji u  postupku
identifikacije reda AR procesa. Na Zalost, ocenjivanje inverzne autokorelacione funkcije
nije jednostavan posao. Jedan metod ocenjivanja ove funkcije zasnovan je na
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aproksimaciji vremenske serije AR procesom dovoljno visokog reda. Nakon ocene
koeficijenata tog AR modela koristimo izraz (7.23) za ocenu inverznih autokorelacionih
koeficijenata. Inverzni autokorelacioni koeficijent na k —toj docnji za AR(p) proces

dat je izrazom:

p—k
~4+ D B
=L k<p
m _ p
pl = 143 . (7.23)
j=1
0, k>p

Testiranje statisticke znacajnosti inverznih autokorelacionih koeficijenata sprovodi se
po istom postupku kao u sluCaju obiCnih autokorelacionih koeficijenata. Znaci da se
moZe Koristiti na primer 95% interval poverenja jednak +1.96/+/n , za proveru
znaCajnosti individualnih inverznih autokorelacionih koeficijenata. Pored inverzne
autokorelacione funkcije za dualni model se definiSe i parcijalna inverzna
autokorelaciona funkcija. Njeno ponaSanje sli¢no je ponaSanju obiCne autokorelacione
funkcije. Medutim, rede se koristi zbog teSkoca pri njenom ocenjivanju.

Primer 7.9 Identifikovati odgovaraju¢i red ARMA procesa koriSenjem inverzne
autokorelacione funkcije za vremensku seriju broja zavrSenih stanova.

Mada se inverzna autokorelaciona funkcija definiSe i1 izraCunava za
stacionarnu  vremensku seriju, mi d¢emo je oceniti za originalnu
vremensku seriju broja zavrSenih stanova, a takode za njenu prvu i drugu
diferencu. Tako ¢emo na osnovu ocenjenih inverznih autokorelacionih
funkcija ukazati na posledice nedovoljnog ili preteranog diferenciranja
vremenske serije na identifikaciju odgovarajueg reda procesa.
Kori§éenjem programa RATS 3.0 ocenili smo inverznu autokorelacionu
funkciju serije broja zavrSenih stanova, pa je prezentiramo u Tabeli 7.8.

Tabela 7.8 Inverzna autokorelaciona funkcija broja zavrSenih stanova

. . DuzZina docnje
Serije
1 | 2] 3] 4] s [ 6] 7] 8] 9] 10
Originalna serija |-087 005 -0.13 0.2 -0.11 0.13 003 -004 002 001
Prva diferenca 002 003 -0.18 -0.12 -020 -001 -0.11 -0.03 0.09 0.10
Druga diferenca 066 044 0.18 013 -004 006 -004 -003 001 001

Za ovu seriju u Primeru 7.7 utvrdili smo na osnovu grafika i
korelograma da se moZe predstaviti AR(1) modelom kod koga je
koeficijent ¢ blizak jedinici. Na osnovu toga sledi da inverznom procesu

odgovara MA(1) model. Zbog nestacionarnosti AR(1) modela prvobitnog
procesa ocekujemo da ¢e MA(l) model inverznog procesa biti
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neinvertibilan.  Stavie, zbog velike vrednost prvog inverznog
autokorelacionog koeficijenta originalne vremenske serije: ,51(') =-0.87,

koja izlazi van intervala +0.5, imamo "neprijatnu" situaciju da koeficijent
6, kod MA(1) modela nije ¢ak ni realan (videti Odeljak 4.7.1).

Ukoliko smo pak seriju dvostruko diferencirali (jedanput viSe nego Sto je
potrebno) dobi¢emo da su prva dva inverzna autokorelaciona koeficijenta
statisticki znacCajno razli¢ita od nule. Statisticka znacajnost ovih
koeficijenata sugeriSe nam da seriji odgovara AR(2) model. Time ¢emo
kod prekomerno diferencirane serije identifikovati sloZeniji, manje
ekonomican model nego $to je to stvarno potrebno. |

Dakle, moZemo u opStem slucaju re¢i da ukoliko je serija nestacionarna, ocenjena
inverzna autokorelaciona funkcija imace sve karakteristike autokorelacione funkcije
neinvertibilnog procesa pokretnih proseka. Takode, ako je serija prekomerno
diferencirana ocenjena inverzna autokorelaciona funkcija imace sve karakteristike
autokorelacione funkcije nestacionarnog procesa. Abraham (Abraham) i Ledolter
(Lidolter) (1984) su pokazali da je uzoratka inverzna autokorelaciona funkcija, kao
sredstvo za odredivanja reda autoregre- sionog procesa, inferiornija u odnosu na
parcijalnu autokorelacionu funkciju.

7.3.6 Ostali metodi odredivanja reda procesa

Pored koriS¢enja obiCne, parcijalne 1 inverzne autokorelacione funkcije kao 1
kriterijuma za odredivanje reda ARMA procesa u literaturi su predloZeni i drugi
postupci. Tako su Tsay (Cei) i Tiao (Tao) (1984) predloZili postupak zasnovan na tzv.
prosirenoj uzorackoj autokorelacionoj funkciji (engl. extended sample autocorrelation
function). Osnovna ideja njihovog pristupa je u dobijanju konzistentnih ocena
autoregresione komponente ARMA(p,q) modela, koja se zatim eliminiSe iz podataka

formiranjem transformisane serije. Zatim se utvrdi red MA komponente za
transformisanu seriju na osnovu njene autokorelacione funkcije. Drugi pristup sugeriSu
Beguin (Bigun), Gourieroux (Gurijeru) i Montfort (Monfor) (1980) i poznat je pod
nazivom metod ugla ili korner metod (engl. corner method). U bliskoj vezi sa ovim
metodom je i metod S- i R- povrsi (engl. S- i R- arrays) autora Graya (Grej), Kelleya
(Keli) i MclIntirea (Mekintajer) (1978). Oba metoda su zasnovana na determinantama
matrica Ciji su elementi autokorelacioni koeficijenti. Vrednosti determinanti formiraju
zatim dvodimenzionu Semu na osnovu koje odredujemo red ARMA procesa. Svi
navedeni metodi su racunski dosta zahtevni, a istovremeno su im statistiCke osobine
nedovoljno poznate. Retke uporedne studije ovih metoda (Koreisha i Yoshimoto (1991))
ukazuju na relativno slaba svojstva ova tri metoda u odnosu na kriterijume odredivanja
reda procesa koje smo izloZili u Odeljku 7.3.4. Ovaj tvrdnja posebno vazi u slucaju
kratkih vremenskih serija kada raspolazemo do najviSe 50 opservacija.
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7.4 OCENJIVANJE KOEFICIJENATA MODELA

U prvoj etapi Box-Jenkinsovog iterativnog postupka identifikovali smo prethodni
ARIMA model, odnosno odredili vrednosti p, d i (. Zadatak druge etape jeste ocena
stedine  u=E(X,), varijanse o°=E(g) i koeficijenata ¢ = (4.0, 0,],
19':[491,92,...,49q] u modelu:

(1-¢B—¢B? —..—4,B?)(X, - 1) = (1- 6B - 6,B* —...— 0,B%)s,, (7.24)

gde je X,, t=12,..,n, zabeleZzena kao stacionarna serija ili je to postala nakon

odgovarajuée transformacije, a ¢

. su nezavisne identicno rasporedene sluCajne

promenljive sa normalnim rasporedom N(0,o5?) .

U ovom poglavlju diskutovaéemo primenu metoda momenata, nelinarnih najmanjih
kvadrata 1 najvece verodostojnosti u oceni modela (7.24).

7.4.1 Metod momenata

Metod momenata se Cesto u literaturi iz vremenskih serija naziva i1 metod za
dobijanje pocetnih ocena koeficijenata. Zasnovan je na izjednaCavanju odgovarajucih
teorijskih momenata koji su funkcija nepoznatih koeficijenata modela sa odgovarajucim
realizovanim vrednostima uzorackih momenata. Dobijeni sistem jednaCina se zatim
reSava po ocenjenim vrednostima nepoznatih koeficijenata modela. Napoznatiji primer
primene metoda momenata jeste ocena sredine populacije 4, uzoratkom sredinom X .

Istu ocenu koristimo i u analizi vremenskih serija za ocenu sredine stacionarnog
procesa.

Razmotrimo prvo primenu metode momenata u oceni koeficijenata AR modela. U
slucaju AR(1) modela na osnovu diferencne jednacine (4.41) imamo vezu p, =¢.
Prema metodu momenata p; se izjednaCava sa I, uzorackim autokorelacionim

koeficijentom na prvoj docnji, pa je ocena koeficijenta ¢ :
¢ =r. (7.25)

U slucaju AR(2) modela veza izmedu koeficijenata ¢ i ¢, i momenata data je na
osnovu izraza (4.57): p=¢+d,p 1 p,=¢p +¢,. Prema metodu momenata p, se
izjednacava sa I, a p, sa I, pa dobijamo =@ +@L i I,=¢r +¢,. Odavde se

reSavanjem dobijaju ocene:

T rl(l_ rz)

= 7.26
h=2 o (7.26)
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b, =% (7.27)

U slu~aju op{teg AR(p) modela veza izme|u autokorelacionih koeficijenata p, i
koeficijenata modela ¢,¢,,....4, data je Yule-Walkerovim jedna~inama (4.64). Prema
metodi momenata p, zamenjujemo sa r, uzora~kim autokorelacionim koeficijentom na
k —toj docnji. Da bismo dobili ocene 4,4,,...4, re{avamo dobijene Yule-Walkerove
jedna~ine.

p

Preostaje nam samo da ocenimo varijansu procesa belog {uma. U te svrhe na osnovu
izraza (4.63) za ocenu varijanse AR(p) procesa dobijamo

6" =S’ (-4t~ b, —..=4y1,), (7.28)

gde smo sa S* ozna-ili uzora~ku varijansu procesa {X,} kao nepristrasnu ocenu
nepoznate varijanse y,. Kako je za AR(1) model 4 =r, iz (7.28) dobijamo
52 =5%1-r?).

Primena metode momenata za ocenu koeficijenata MA modela nije ni pribli'no tako
jednostavna kao u slu~aju ocene AR modela. Da bismo pokazali sa kakvim se

te{ko}ama suo~avamo prilikom ocenjivanja MA modela poslu“i}emo se jednostavnim
primerom. Za MA(1) proces prema izrazu (4.75) je p,=-6,/(1+67). Prema metodu

momenata p, zamenjujemo sa r,, pa zatim dobijenu jedna~inu
Ko7 +6,+r,=0 (7.29)

re{favamo po 6,. O~ito je da je u pitanju kvadratna jedna~ina ~ija su oba korena realna
ako je |r,|<0.5. Meutim, samo jedan od njih zadovoljava uslov invertibilnosti, pa je
ocena nepoznatog koeficijenta MA(1) modela po metodu momenata:

_ _ 2
B (7.30)

1 2r1

>

Ako je r,=10.5 postoji jedinstveno realno re{enje jedna~ine (7.29) jednako =+1, ali
koje o~ito nije invertibilno. Mada je u populaciji |p,|<0.5, mogu}e je da uzoraki
koeficijent bude van tog intervala, tj. da je |r|>0.5. Tada ne postoji realno re{enje
jedna~ine (7.29), pa metodom momenata nedobijamo ocenu od 6. U tom slu~aju
dovodimo u sumnju specifikaciju MA(1) modela za posmatranu vremensku seriju.

Ocena sredine MA(1) procesa predstavlja sredina opservacija vremenske serije, a
ocena varijanse procesa belog {uma je
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2
2 S
o

1+ 67

Primena metode momenata na MA(Q) modele, gde je g>1, viSestruko se
usloznjava. U izrazu (4.83) kojim uspostavljamo vezu izmedu koeficijenata MA(Q)
procesa i autokorelacionih koeficijenata zamenjujemo vrednosti p, sa I, k=12,...,q.
Tako dobijamo (@ jednacina sa Q nepoznatih koeficijenata. S obzirom da je dobijeni
sistem jednaCina nelinearan po koeficijentima, do njegovog reSenja dolazimo Kkoristeci
algoritme za numeri¢ku optimizaciju. Kao i u sluc¢aju ocenjivanja MA(1) modela i ovde

se javljaju viSestruka reSenja od kojih je samo jedno invertibilno. Iz navedenih razloga
primena metoda momenata ne preporucuje se za ocenu MA modela.

Naposletku, na primeru ARMA(I,1) modela ilustrovaiemo primenu metoda
momenata pri ocenjivanju ARMA modela. Prema izrazu (4.121) autokorelaciona
funkcija ovog procesa je

P = (¢1 _‘91)(1_¢191) lk—l‘ (7.32)

1-246,+67

Kako je ¢ = p,/p,, moZemo prvo oceniti ¢: ¢ =1,/ a zatim resiti jednacinu:

[ = (4, -6)1-¢46) , (7.33)

1-24,6, + 67

da bismo dobili ocenu él. Sli¢no postupku kod MA(1) modela i ovde reSavamo
kvadratnu jednacinu (7.33) po nepoznatom koeficijentu 6, da bismo zadrzali samo

invertibilno reSenje. Kao i kod AR i MA procesa ocena sredine ARMA(1,1) procesa
data je sredinom opservacija stacionarne vremenske serije, a ocena varijanse procesa
belog Suma je
. 1- @
02=A—fﬁlﬂzsz. (7.34)
1-2¢0, +6;
Ocene metodom momenata obi¢no se koriste kao pocetne ocene koeficijenata u
iterativnom numerickom postupku koji je u osnovi metoda nelinearnih najmanjih
kvadrata i metoda najveée verodostojnosti.

7.4.2 Metod nelinearnih najmanjih kvadrata

Zbog teSkoda sa kojima se suofavamo u primeni metoda momenata kod ARMA
modela sa MA clanovima, razmatramo i druge metode ocenjivanja. Prvi alternativni
metod ocenjivanja koji se namece jeste metod obi¢nih najmanjih kvadrata.

Primena ovog metoda u slucaju AR modela je direktna. Jednostavno se vrednosti
vremenske serije s docnjom posmatraju kao regresori u klasicnom regresionom modelu.
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Od ranije je poznato® da ako su ispunjene pretpostavke o nekorelisanosti greSaka
modela i njihove nezavisnosti od regresora, tada primenom metoda obi¢nih najmanjih
kvadrata u klasicnom regresionom modelu dobijamo nepristrasne i konzistentne ocene.
Medutim, kod ARMA modela vremenskih serija to nije slucaj. Da bismo to pokazali
posmatrajmo AR(1) model: X, =¢4X, +&, kod koga primenom metoda obi¢nih

najmanjih kvadrata dobijamo sledecu ocenu nepoznatog koeficijenta:

R thxt—l Z(¢1Xt—l+§t)xt—l zé:txt—l
¢ = I:Zn =122 - =@+ —t:i . (7.35)
2 2 2
D X DX DX
t=2 t=2 t=2

Neka je serija greSaka & =¢,, odnosno radi se o procesu belog Suma. Tada je
ocekivana vrednost ocene date izrazom (7.35) jednaka nepoznatom koeficijentu ¢ .

Znali, ako serija greSaka predstavlja proces belog Suma tada je ocena obi¢nih najmanjih
kvadrata u AR modelu nepristrasna ocena nepoznatog koeficijenta. StaviSe, ova ocena je
ekvivalentna oceni prvog autokorelacionog koeficijenta p,, za koju smo rekli da

predstavlja konzistentnu ocenu populacionog autokorelacionog koeficijenta p,, pa je

stoga i ocena ¢ konzistentna ocena od ¢ .

Medutim, ako serija & nije proces belog Suma, nego sledi na primer MA(1) proces:
& =& —06¢,,, tada polazni AR(1) model mozemo drugacije napisati kao ARMA(1,1)
model: X, =¢ X, ,+¢& -6, ,. Ispitajmo da li je ocena obi¢nih najmanjih kvadrata
nepoznatog koeficijenta ¢, data izrazom (7.35) i dalje nepristrasna. Ocigledno je
ocekivana vrednost proizvoda X,, i & u brojiocu poslednjeg razlomka u izrazu (7.35)
E(X,.,&)=—-600"#0. Prema tome, pored toga 3to je napuStena pretpostavka o
nekorelisanosti serije greSaka, jer serija & ne predstavlja proces belog Suma, imamo i

da je serija greSaka modela korelisana za "regresorom" u modelu. Ova osobina modela
vremenske serije protivure€i pretpostavei klasiCnog regresionog modela, pa stoga ocena
koeficijenta ¢ nije niti nepristrasna, a nije ni konzistentna.

Sumirajuci izloZzeno u vezi primene metoda obi¢nih najmanjih kvadrata na modele
vremenskih serija moZemo reéi da ovaj metod daje nepristrasne i konzistentne ocene
ako se radi o AR modelima. Medutim, u svim drugim slu¢ajevima, odnosno kada
imamo MA ili meSoviti ARMA model, tada ovaj metod daje pristrasne i nekonzistentne
ocene nepoznatih koeficijenata. Zato se u ocenjivanju modela vremenskih serija umesto
metoda obi¢nih najmanjih kvadrata koristi metod nelinearnih najmanjih kvadrata.

Da bismo ilustrovali problem ocenjivanja MA modela metodom najmanjih kvadrata
posluzicemo se jednostavnim MA(1) modelom: X, =¢& —6¢,,. Na prvi pogled nije

% Videti na primer: Jovi¢i¢ (1981, ss. 33-43).
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jasno kako se ovaj model moZe oceniti metodom najmanjih kvadrata. Medutim, ako na
osnovu ranije uspostavljene dualne veze izmedu MA i AR modela, napiSemo njegovu
AR reprezentaciju: X, =—-0X_,—6'X,_,—..+¢& , tada postaje oigledan postupak
primene metode najmanjih kvadrata, zanemarujuci za Cas prisustvo beskonacnog broja
"regresora" u takvom modelu. Istovremeno, postaje jasno da je polazni MA(1) model
iskazan u AR obliku nelinearan po koeficijentu 6, .

Ocenu nepoznatog koeficijenta 6, predstavlja ona vrednost koeficijenta € koja
minimizira funkciju uslovne sume kvadrata (engl. conditional sum of squares function):

S(6) = Z:Zlgtz , gde smo sa & oznacili seriju reziduala MA(1) modela iskazanog u AR

obliku. Ovi reziduali su funkcija nepoznatog koeficijenta, tj. & =¢&(6)). Cak i kod

jednostavnih modela kakav je MA(1) model, zbog nelinearnosti modela za ocenjivanje
uslovna suma kvadrata se ne moZe analiticki minimizirati, nego se moramo Koristiti
metodama numericke optimizacije.

Za datu vremensku seriju X, X,,..,X, i konkretnu vrednost koeficijenta 6,

n
mozemo izraCunati vrednost uslovne sume kvadrata. Izrazimo MA(1) model u sledecem
obliku: &, = X, +6.¢, ;. Polazeci od pocetne vrednosti &,, na primer &, =0, na osnovu

ovog izraza mozemo rekurzivno izraCunati vrednost reziduala &,é&,,...,&,, a time i

n°?
uslovnu sumu kvadrata. Ova suma kvadrata je uslovljena pocetnom vrednoséu &, =0 i
izabranom vrednosc¢u koeficijenta 6, . Navedeni postupak izracunavanja uslovne sume
kvadrata mozemo ponoviti za neku drugu odredenu vrednost koeficijenta &, . Tako kod

jednostavnih modela kao $to je ovaj, do ocene koeficijenta moZemo doci pretraZivanjem
parametarskog prostora 6, € (-1,+1), odnosno izraunavanjem sume kvadrata reziduala

za odredene vrednosti koeficijenta i izborom one vrednosti koja minimizira sumu
kvadrata reziduala. Podse¢amo da se u svim ovim slucajevima javlja problem izbora
pocetne vrednosti &;. Njega smo reSavali tako Sto smo umesto g, stavljali oCekivanu

vrednost greSke koja je jednaka nuli.

Za ocenjivanje koeficijenata opsteg MA(q) ili meSovitog ARMA(Pp,q) modela

sugeriSe se primena jednog od algoritama numericke optimizacije, kao Sto je Gauss-
Newtonov algoritam. Ilustrujmo primenu ovog algoritma na primeru MA(1) modela.
Sustina ovog pristupa je u aproksimaciji funkcije & =¢,(6,) linearnom funkcijom

nepoznatog koeficijenta &, korisenjem Taylorovog razvoja funkcije oko pocetne ocene,
recimo 6] . Znadi da funkciju &,(6,) piSemo u obliku
de (6)

£(80)~e(6)+ (6, —el*)T. (7.36)
1

Za MA(1) model koji koristimo kao ilustraciju, vrednost izvoda funkcije po
nepoznatom  koeficijentu = moZemo  izraziti rekurzivno, diferenciraju¢i  izraz:
& =X, +0¢,_,, tako da je



7.4 Ocenjivanje koeficijenata modela 191

dgt (91) _ eldgt—l(el)
do, do,

+£,(0) (7.37)

sa poCetnom vrednoséu degy(6)/d6,. Posto je aproksimacija (7.36) linearna po

nepoznatom koeficijentu, suma kvadrata raCunata na osnovu nje moZe se analitiCki
minimizirati da bi se dobila nova ocena od 6,. Ovaj iterativni postupak se nastavlja, uz

zamenu vrednosti €, novom ocenom, a zavrSava kada razlika izmedu ocena ili sume

kvadrata reziduala u dve uzastopne iteracije bude dovoljno mala.

Ocena opsteg MA(Q) ili meSovitog ARMA(p,q) modela zahteva primenu

viSedimenzionog Gauss-Newtonovog algoritma. Dva su elementa zajednicka kod svih
modela bez obzira na broj koeficijenata koji se ocenjuju metodom nelinearnih najmanjih
kvadrata. Prvi element tiCe se izbora pocetnih vrednosti koeficijenata da bi se zapoceo
numericki iterativni postupak Gauss-Newtonovog tipa. Ove pocetne vrednosti, kao Sto je
ranije istaknuto, mozemo odrediti koris¢enjem metoda momenta.

Drugi element odnosi se na tretman pocetne vrednosti greSaka kod MA modela i
pocetne vrednosti greSaka i opservacija vremenske serije kod ARMA modela. Da bi se
izraCunala uslovna suma kvadrata kod MA modela, istaknuto je da se koristi oCekivana
vrednost greSaka u pocetnom periodu. Na primeru ARMA(1,1) modela ukaZimo na
dodatne zahteve u pogledu pocetnih uslova koji se javljaju kod ovih modela. Osnovni
zadatak ostaje neizmenjen. Naime, na osnovu funkcije &, =¢,(¢4,6,) Zelimo minimizirati

uslovnu sumu kvadrata: S(¢,,0,) = ztn:lgtz . Sli¢no kao kod MA(1) modela, ARMA(1,1)

model piSemo u obliku: &, = X, —¢@ X, +0.&_,. Na osnovu opservacija date vremenske
serije moZemo za izabrane vrednosti ¢ i 6, izraCunati reziduale, a zatim traZenu

vrednost sume kvadrata. Medutim, da bismo to mogli uraditi potrebno je da reSimo
problem pocetne vrednosti &, i X,. Sto se prvog dela problema ti¢e, njega re§avamo

kao i kod MA(1) modela, tako Sto vrednost greSke izjednaCavamo sa njenom
ocekivanom vrednoS¢u. Za nultu opservaciju vremenske serije X, uzimamo da je

jednaka nuli, a ako je u model ukljuena i konstanta onda sredini svih opservacija. Pri
tome se pretpostavlja da je ovaj izbor pocetnih vrednosti od marginalnog uticaja na
konacnu ocenu koeficijenata.

7.4.3 Metod najvece verodostojnosti

Najcesce koriSceni metod ocenjivanja koeficijenata ARMA modela, posebno kada
raspolazemo  relativno  kratkim  vremenskim = serijama, jeste metod najvece
verodostojnosti. Prva prednost metode najveée verodostojnosti je upravo u tome Sto
koristi svu raspoloZivu informaciju sadrZzanu u vremenskoj seriji, a ne samo prva dva
momenta kao u sluCaju metode momenata. Druga prednost ove metode je u tome Sto se
mogu koristiti mnogi poznati asimptotski rezultati koji vaZze pod relativno opStim
uslovima.
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Da bismo izlozili ovaj metod i ukazali na probleme u njegovoj primeni,
definisaéemo zdruzenu funkciju gustine verovatnoce vremenske serije. U tom cilju
posmatrajmo stacionarni i invertibilni ARMA(p,q) model:

Xo—pu=g(X )+ +4,(X_,—p)+& -0, —..— O . (7.38)

Za elemente procesa belog Suma {¢,} pretpostavljamo da su medusobom nezavisni i da

je & ~N(0,0%). ZdruZena funkcija gustine verovatnoce od &' =(g,&,,....&,) je

P(¢| 4 p,0,0%) = (2nc*) ™" exp{ - Z} (7.39)

20 t=1

gde je ¢'=(4.4,,...9,) i 0'=(6,6,,..,0,). Ako ARMA(p,q) model napiSemo u
obliku:

=0+ .+0¢& + (X —p) =g (X —p)—. =4, (X, — 1), (7.40)

tada mozemo napisati zdruZenu funkciju gustine verovatnoée od X'= (X, X,,...,X,).

Ona je ekvivalentna funkciji verodostojnosti koeficijenata (¢, 11,6,0°) i prema
Newboldu (1974) je moZemo napisati u obliku:

1
L(¢, 11,0,0° | X) = 91(¢,u,9,02)exp{— yrl u,e)] (741)
(o}
gde je g, funkcija nepoznatih koeficijenata, a
S(4.u.0)= Y, E(u|w)’ (7.42)

t=1-p—q

predstavlja bezuslovau sumu kvadrata (engl. unconditional sum of squares). Funkcija L
naziva se bezuslova funkcija verodostojnosti (engl. unconditional likelihood function).
Ovde je w=(X,4,1,0,6°), pa je E(U, |®w) uslovna ocekivana vrednost od U, za date

opservacije vremenske serije i nepoznate koeficijente modela. Proces {u,} je

U= & t=12,..,n (7.43)
t * * ’ K
9,(X, &) t<0

gde smo sa g, oznalili linearnu funkcija pocetnih vrednosti X = (X WX, X)) i

g*z(gl_q,...,g_l,go), koje su potrebne za izraCunavanje &. Funkcije g, 1 0, su

1pre

specificne za svaki ARMA model, a sama funkcija verodostojnosti je izvedena za neke
posebne slucajeve (Abraham i Ledolter (1983)).

Maksimiziranjem funkcije (7.41) dobijamo bezuslovne ocena najveée verodostojnosti
nepoznatih koeficijenata. Medutim, u opsStem se slucCaju direktno analiticko reSenje ne
moZe odrediti. Zato se koriste brojni algoritmi ¢ijim koriS¢enjem dobijamo numericki
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dovoljno ta¢na aproksimativna reSenja. Ali, ¢ak 1 u tim sluajevima prisustvo funkcije
g, otezava maksimiziranje funkcije verodostojnosti. S druge strane, potrebno je odrediti

u pocetnom periodu uslovnu ocekivanu vrednost u izrazu (7.42), $to sa svoje strane
zahteva odredivanje greSaka modela i opservacija vremenske serije u pocetnom periodu.
U tom smislu ucinjeno je nekoliko aproksimacija osnovnog pristupa bezuslovne najvece
verodostojnosti, a takode je definisano nekoliko postupaka kojima se na razli¢it nacin
tretira problem greSaka i opservacija u pocetnom periodu. Obi¢no se zanemaruje
funkcija g, i maksimizira izraz exp[-1/20°S(¢, 1, 0)], ili $to je ekvivalentno,

minimizira S(¢, 1£,6), ¢ime dolazimo do ocena po metodu najmanjih kvadrata. Ova

aproksimacija daje zadovoljavajue rezultate osim u sluajevima da je vrednost
koeficijenata bliska granicama invertibilnosti.

Dva su nacina odredivanja uslovne ocekivane vrednosti u izrazu (7.42). Prema
prvom, nepoznate vrednosti vremenske serije u pocetnom periodu zamenjujemo
sredinom raspolozivih opservacija vremenske serije, a pocetne vrednosti greSaka
njihovim ocekivanim vrednostima koje su jednake nuli. Ovaj pristup smo koristili kod
metoda nelinearnih najmanjih kvadrata. Tako dobijenu sumu kvadrata nazvali smo
uslovna suma kvadrata. Njenim minimiziranjem dobili smo ocene koeficijenata poznate
pod imenom ocene po metodu uslovnih najmanjih kvadrata.

Drugi nadin tretiranja pocetnih vrednosti predloZili su Box i1 Jenkins (1976). Njihov
pristup zasnovan je na prognoziranju pocetnih opservacija vremenske serije na osnovu
samog modela, da bi se potom izracunale greSke u pocetnom periodu. Naime, na
osnovu pocetnih ocena koeficijenata modela, model koristimo za prognoziranje unazad
(engl. backforecasting ili krace backasting). Tako odredenim pocletnim opservacijama i
greSkama definiSemo tzv. bezuslovau sumu kvadrata, a njenim minimiziranjem dobijamo
ocene poznate pod imenom ocene po metodu bezuslovnih najmanjih kvadrata. Znaci da
su bezuslovne ocene najveée verodostojnosti ekvivalentne bezuslovnim ocenama
najmanjih kvadrata. Bez obzira na nalin tretiranja pocetnih vrednosti, na osnovu izraza
(7.42) moZemo izraCunati sumu kvadrata reziduala, a potom dati ocenu varijanse
procesa belog Suma deleéi dobijenu sumu kvadrata reziduala odgovarajuéim brojem
stepeni slobode.

Primer 7.10 Za sledede godiSnje vremenske serije SR Jugoslavije: nezaposlenost
(serija S4), realni drustveni proizvod (serija S5), vrednost osnovnih
sredstava privrede druStvenog sektora (serija S7) i ukupan broj zavrSenih
stanova (serija S8), identifikovani su prethodni ARIMA modeli u
Primerima 7.6-7.9. Oceniti identifikovane modele.

KoriS¢enjem programa RATS 3.0 dobili smo sledece ocene ARIMA
modela za Cetiri vremenske serije.

Nezaposlenost (serija S4). Ocena dva predloZzena modela dala je sledece
rezultate:
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(0.197)

(1-0.7365B +0,3385B%)(1- B) X, = 22072.62+¢,, 6 =15686,  (7.13)
(0.195) (5124.29)

(1-0.0652B +0.3532B*)(1-B)X, =¢,, 6 =17738, (7.14"
(0.196) (0.196)
gde vrednosti u zagradama ispod ocene koeficijenata predstavljaju
standardne greSke tih ocena. Na osnovu prezentiranih rezultata ocigledno
je da drugi model ima znatno vecu standardnu gresku ocene od prvog, a
s druge strane koeficijent ¢ nije statisticki znacajno razli¢it od nule.

Prema tim kriterijumima drugi model je inferiorniji u odnosu na prvi
model. Oba koeficijenta u AR polinomu kod prvog modela kao i
konstanta statisticki su znacajno razli¢ita od nule na nivou znacajnosti od
5%. Ponovna ocena drugog modela bez koeficijenta ¢ nije dovela do

znaCajnije izmeni u odnosu na polazni model. On je ostao i1 dalje
inferiorniji u odnosu na prvi model.

Drustveni proizvod (serija S5). Ocena tri predloZena modela dala je
sledeée rezultate:

(1-0.2667 B —0.6901B%)(1— B)X, =-116.801+¢,, o =44.39 (7.15"
(0.170) (0.192) (1007.9)

2 _ S n

(1-02277B-06375B")1-B)X, =&, & =4386 (7.15")

(1—063826)0 B)1-B)’ X, =¢,, & =43.67 (7.16"

Ocigledno da konstanta u prvom modelu nije statisticki znacajno razlicita
od nule, pa je druga formulacija modela za vremensku seriju druStvenog
proizvoda odgovarajuca. Dva koeficijenta u modelu (7.15") statisticki su
znalajno razli¢ita od nule. Tre¢i model ima manju standardnu gresku
ocene od drugog modela, visoko znaCajnu ocenu koeficijenta, pa je sa
stanoviSta navedenih statistiCkih kriterijuma i principa ekonomicnosti u
prednosti pred drugim modelom.

Osnovna sredstva (serija S7). Ocena dva predloZzena modela dala je
sledece rezultate:

(1-0.7474B)(1-B) X, =96.6139+¢,, & = 24.36 (7.17)
(0.102) (15.72)
(1+o(.021§95)2 B)1-B)*X, =¢,, 6=25.15. (7.18"

Prema izloZenim rezultatima oba modela imaju imaju visoko statisticki
znacajne koeficijente, ali prvi model ima manju standardnu gresku ocene,
pa je prema kriterijumu minimalne standardne greSke ocene u prednosti
pred drugim modelom.
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ZavrsSeni stanovi (serija S8). Ocena predloZenog modela dala je sledeci
rezultat:
(1-0.9991B)X, =¢,, 6 =5176.78.

Koeficijent je blizak jedinici $to sugeriSe da je originalnu seriju potrebno
diferencirati radi postizanja stacionarnosti, odnosno da ova serija
predstavlja proces slu¢ajnog hoda bez konstante.

Koriséenjem kriterijuma za izbor modela za seriju prvih diferenci
zavrSenih stanova predlozen je model ARMA(1,1). Ocenimo predlozeni
model bez obzira na sugestiju korelograma prvih diferenci (Slika 7.5(d))
koji ukazuje na to da je u pitanju proces belog Suma.

Interesantno je izloZziti rezultate dobijene koriSenjem sva tri programska
paketa (RATS 3.0, Statgraphics 4.2 1 Micro TSP 6.0), s obzirom na to da
je specifikovan neodgovaraju¢i model. U takvom slucaju koris¢eni
programi daju znatno razliCite rezultate, Sto nam sugeriSe da neSto sa
specifikacijom modela nije u redu. KoriS¢enjem programa RATS 3.0
dobijen je ocenjeni model:

(1+1,0618B)(1-B)X, = (1~13499B)¢,, & =4446.66.

Nazalost, Gauss-Newtonov algoritam koji se koristi u ovom programu ni
posle 20 iteracija nije konvergirao ka konacnoj oceni. Prikazane ocene su
iz te poslednje 20. iteracije. Ocene koeficijenata sugeriSu da je model
nestacionaran i neinvertibilan, a koeficijenti su statisti¢ki znacajni.

Kori§éenjem programa Statgraphics 4.2 dobijen je ocenjeni model:

(1-0,0367B)(1-B)X, = (1+0,0325B)z, . G =5240.39.

Program  Statgraphics 4.2 Koristi osnovni Marquardtov algoritam
nelinearnih najmanjih kvadrata. Pri ocenjivanju modela nismo Kkoristili
opciju ocenjivanja unazad. Na osnovu ocenjenog modela uoavamo da su
koeficijenti neprecizno ocenjeni i kao takvi nisu statisticki znacajno
razli¢iti od nule. Cak i da je model preciznije ocenjen dobijene ocene
kod AR i MA polinoma su pribliZzno jednake medusobom. Ovo je u
suprotnosti sa pretpostavkom ARMA modela kojom se zahteva da AR i
MA polinomi nemaju zajednickih korena. ZnaCi da bi se podelom
ocenjenog modela zajednickim polinomom, gornji model sveo na model
procesa slucajnog hoda.

Kori§éenjem programa Micro TSP 6.0 dobijen je ocenjeni model:

(1+0,7535 B)(1—B)X, = (10,9356 B)¢, . 6 =5028.03.
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Za program Micro TSP 6.0 nije u dokumentaciji naveden algoritam koji
se koristi pri ocenjivanju. Nakon 10 iteracija dobijen je ocenjeni model
koji ispunjava uslov stacionarnosti i invertibilnosti. Ocene su statisticki
znalajne. Za AR i MA polinom se ne moZe re¢i da imaju zajednicki
koren, Sto bi u suprotnom slucaju svelo ocenjeni model na model procesa
slu¢ajnog hoda.

ZakljuCujemo na osnovu izloZzenih rezultata za ARIMA model vremenske
serije zavrSenih stanova da se u slucaju loSe specifikacije modela mogu
javiti problemi pri njegovom ocenjivanju: nepreciznost ocena i
neispunjenje uslova stacionarnosti i invertibilnosti. |

Na kraju ovog poglavlja posvedenog ocenjivanju koeficijenata ARMA modela
ukazimo na neke osobine dobijenih ocena. Pokazano je da se modifikacijom standardne
teorije najvece verodostojnosti mogu ispitati asimptotske osobine dobijenih ocena
koeficijenata ARMA modela’. Za velike uzorke, ocene najvede verodostojnosti i ocene
najmanjih kvadrata (uslovan i bezuslovan metod) aproksimativno su nepristrasne i imaju
normalan raspored. Za karakteristiCne slucajeve ARMA modela navedimo varijanse i
korelacije medu ocenama koeficijenata:

AR(1): Var(d,) zl_n¢12 , (744)
AR(2): Var((;Zl)zVar(¢32)z1_n"522 . Corr(é,&z)z—ﬁz—pp (7.45)
MA(1): Var(8,) ~ 1_n912 : (7.46)
MA(2): Var(él)zVar(éz)zl_sz , Corr(6, Az)z—lele : (7.47)
]

o 1@ (1-46,) A 1-02(1-46,)

ARMA(1,1): Var(sz(HJ , Var(6,) = . [@—Hj
Corr(4,6) ~ V(1_1¢12;(2_ o) . (7.48)

— M

Kada se vrednost koeficijenta ¢ priblizava granicama stacionarnosti varijansa ocene

koeficijenta kod AR(1) modela se smanjuje. Interesantno je istaci da i pored toga §to je
AR(1) model specijalan slu¢aj AR(2) modela, ocena koeficijenata ¢ bice nepreciznija

ako seriji prilagodavamo AR(2) model, a ustvari je ¢ =0. Slican komentar moZe se

" Videti na primer: Box i Jenkins (1976, ss. 278-284).
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dati u slucaju kada vrSimo prilagodavanje MA(2) modela seriji za koju je taCan MA(1)
model. U slucaju ARMA(1,1) modela kada su koeficijenti ¢ i € priblizno jednaki

medusobno, varijansa ocene oba koeficijenta moZe uzeti veoma velike vrednosti.
Naposletku, u slucaju AR(2), MA(2) i ARMA(1,1) modela ocene koeficijenata mogu
biti visoko korelisane Cak i u velikim uzorcima. Svi navedeni pokazatelji dodatno
ukazuju na teSkoce izgradnje adekvatnog ARIMA modela.

Uporedna analiza razli¢itih metoda ocenjivanja (Ansley (Enzli) i Newbold (1980))
sugeriSe da u malim uzorcima prednost treba dati metodi najvece verodostojnosti,
posebno kada se vrednost koeficijenata modela pribliZavaju granicama invertibilnosti.
Ako vrednost koeficijenata nije bliska granicama invertibilnosti tada metod uslovnih
najmanjih kvadrata i najvece verodostojnosti daju sli¢ne rezultate, odnosno metodi su
podjednako kvalitetni. Za finalnu ocenu koeficijenata ne preporuCuje se KkoriSéenje
metoda momenata i bezuslovnih najmanjih kvadrata. Kod ocenjivanja varijanse procesa
belog Suma metod uslovnih najmanjih kvadrata pokazuje tendenciju precenjivanja, a
metod bezuslovnih najmanjih kvadrata podcenjivanja prave vrednosti.

7.5 PROVERA ADEKVATNOSTI MODELA

Kao S$to je ranije istaknuto gradnja modela vremenske serije predstavlja jedan
iterativan proces. Zapocinjemo ga identifikacijom modela i ocenom koeficijenata. Zatim
sledi provera adekvatnosti modela, faza u kojoj se proverava da li su ispunjene
pretpostavke modela. Osnovna pretpostavka jeste da je {&} proces belog Suma. To

znaci da su &, nekorelisane sluCajne greSke sa sredinom nula i konstantnom varijansom.

U cilju utvrdivanja neadekvatnosti izabranog modela vremenske serije, na osnovu
ocenjenog modela paZljivo analiziramo dobijenu seriju reziduala &, tj. ocene procesa

belog Suma ¢, .

Histogram standardizovanih reziduala (&, /&) moZe posluZiti za prvu proveru

normalne rasporedenosti reziduala. Zatim se na osnovu dobijenog histograma
kori§éenjem  y®—testa moZe testirati hipoteza da su standardizovani reziduali

rasporedeni po normalnom standardizovanom rasporedu. Takode, na osnovu grafika
reziduala moZe se utvrditi da li se odstupilo od pretpostavljene konstantnosti reziduala.

Proveru da ocenjeni reziduali predstavljaju proces belog Suma moZemo bazirati na
izraCunatoj uzorackoj, obi¢noj ili parcijalnoj autokorelacionoj funkciji reziduala. Provera
se sastoji u testiranju statisticke znacajnosti svakog pojedinacnog koeficijenta.
Naposletku ispitivanje adekvatnosti modela viSi se ocenom opstijeg modela i proverom
njegovih osobina u odnosu na izabrani model.

7.5.1 Portmanteau test

Na osnovu ocenjene uzoracke, obi¢ne i parcijalne autokorelacione funkcije testiramo
hipotezu o vrednosti odgovarajucih autokorelacionih koeficijenata. Ako je tacna hipoteza
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da serija reziduala predstavlja proces belog Suma njeni autokorelacioni koeficijenti na
svim docnjama trebalo bi da budu jednaki nuli. Statisticki postupak je baziran na
izraCunatim autokorelacionim koeficijentima i njihovoj standardnoj greSci koja je prema

najgrubljoj aproksimaciji jednaka 1/4n .

Pored testiranja statisticke znacCajnosti individualnih autokorelacionih koeficijenata, za
testiranje hipoteze da su svi autokorelacioni koeficijenti reziduala istovremeno jednaki
nuli, odnosno da ocenjeni reziduali slede proces belog Suma, definisana je i statistika

testa koja uzima u obzir veli¢inu svih autokorelacionih koeficijenata reziduala. Box i
Pierce (Pirs) (1970) su predloZili statistiku

K
Q=n>p¢ (7.49)
k=1

kojom testiramo nultu hipotezu da su svi autokorelacioni koeficijenti jednaki nuli, tj.
H,:p,=p,=...=pc =0, protiv alternativne hipoteze da je bar jedan autokorelacioni
koeficijent razli¢it od nule. Oni su pokazali, da ako je ocenjen korektan model
ARMA(p,q), tada za veliko n, Q ima aproksimativno g —raspored sa K—p—q

stepeni slobode. Prilagodavanje pogreSno specifikovanog modela podacima uzrokovacde
povecanje statistike Q. Tako ce opsti ili, kako ga jo§ nazivaju, portmanteau test

odbaciti ARMA(p,q) model ako ocenjena vrednost Q statistike prevazilazi
odgovarajucu kriti¢nu vrednost y?—rasporeda sa K —p—Q stepeni slobode. Ukoliko u

modelu imamo i konstantu tada se ovaj broj stepeni slobode umanjuje za jedan.
Maksimalan broj autokorelacionih koeficijenata K, bira se tako da y; —ponderi budu

zanemarljivi za j> K . U prakti¢noj primeni to znali da se preporucuje izbor K = Jn.

Asimptotski y° —raspored Q statistike zasnovan je na grani¢noj teoremi kada
n— . Medutim, Ljung (Ljung) i Box (1978) su pokazali da ¢ak i za n=100,
aproksimacija y” —rasporeda nije zadovoljavajuca. Rezultat toga je da eSée prihvatamo

kao korektan model i onaj koji to nije, nego $to nam nominalan nivo znacajnosti
sugeriSe. Stoga su predlozili modifikaciju Q statistike da bi njen raspored pod nultom

hipotezom bio blizi jgz—rasporedu. Ova modifikovana Box-Pierceova statistika (ili

Ljung-Boxova statistika) je
K

Q*=n(n+2)>

e
n—k

(7.50)

Kako je (n+2)/(n—k)>1 imamo da je Q<Q¥*, Sto delimi¢no objasnjava zasto
originalna Q statistika tezi da previdi neadekvatne modele.

Primer 7.11 Proveriti adekvatnost ocenjenih modela iz Primera 7.10 testiranjem
znacajnosti pojedinacnih autokorelacionih i parcijalnih autokorelacionih
koeficijenata kao i koriS¢enjem Box-Pierceove statistike.
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Drustveni proizvod (serija S5). U Tabeli 7.9 dati su autokorelacioni i
parcijalni autokorelacioni koeficijenti serije reziduala ARIMA(2,1,0)
modela Cija je ocenjena forma data izrazom (7.15"). Na osnovu serije
reziduala izraCunata je vrednost Q 1 Q¥ statistika koje su takode

prikazane u tabeli.

Tabela 7.9 Autokorelacioni i parcijalna autokorelacioni koeficijenti
ARIMA(2,1,0) modela serije druStvenog proizvoda

k 1 [ 23] 456 7[8]9]10
Pe |005 -007 010 002 008 003 015 -001 003 0.4

¢kk -005 -007 009 -0.11 008 -005 019 -004 009 0.09

Q 009 026 063 114 135 138 219 220 222 296
Q* |o10 029 071 131 157 160 266 267 270 378

Kako je ©broj opservacija n=37, to 95% interval poverenja
autokorelacionih koeficijenata je +0.32. Uporedivanjem autokorelacionih
koeficijenata iz Tabele 7.9 sa granica intervala poverenja zakljucujemo da
ni jedan od autokorelacionih i parcijalnih autokorelacionih koeficijenata
nije statisticki znacajno razliit od nule. Dakle, prema kriterijumu
statisticke znaCajnosti pojedinac¢nih koeficijenata sugeriSe nam se da je
model ARIMA(2,1,0) odgovaraju¢i model za vremensku seriju drustvenog
proizvoda.

Do istog zakljucka dolazimo koriS¢enjem Box-Pierceove statistike. Kako
je broj ocenjenih koeficijenata jednak 2, to je za K =10 i nivo
znacajnosti o =0.05 kriticna vrednost statistike testa: ;(ifpfq;a = ;(82;0.05 =

=15.507 . Ocito je da je izraCunata vrednost Q i Q™ statistike manja u

poredenju sa kriticnom vredno$éu, S§to na nivou znacajnosti od 5%
ukazuje na adekvatnost ocenjenog modela. Ukljucivanje vedeg broja
autokorelacionih koeficijenata serije reziduala ocenjenog modela u izraze
(749) i (7.50) ne menja na§ zakljucak. Tako je Q, =9.18, §to je na
nivou znacajnosti od 5% manje od odgovarajuce kriticne vrednosti koja
iZNosi: Ji5.05 = 28.869.

Nezaposlenost (serija S4). Za model (7.13") vrednost Q,, statistike je
391, a Q,=5.46. Na nivou znalajnosti @ =0.05 kriti¢na vrednost testa
j& Xro0s =14.067. Kako je uzratunata vrednost manja od kritine ne

odbacuje se hipoteza da je za seriju prvih diferenci broja nezaposlenih
model ARIMA(2,1,0) sa konstantom adekvatan model. Drugim re¢ima ne
odbacujemo hipotezu da je serija reziduala tog modela proces belog
Suma.
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Osnovna sredstva (serija S7). Ocena modela ARIMA(1,1,0) sa
konstantom data je izrazom (7.17'). Portmanteau test dao je sledece
vrednosti: Q, =4.68, Q,=562, a kritina vrednost testa je

Xeoos =15.507, pa se za seriju prvih diferenci vrednosti osnovnih

sredstava ne odbacuje hipoteza da je model ARIMA(1,1,0) sa konstantom
adekvatan. |

7.5.2 Dodavanje novih koeficijenata

Dodavanje novih koeficijenata, odnosno proSirivanje prvobitnog modela (engl.
overfitting) predstavlja jedno od sredstava za proveru adekvatnosti modela. Nakon Sto
smo specifikovali i ocenili model za koji predpostavljamo da predstavlja adekvatan
model nase vremenske serije, prilagodavamo opstiji model, odnosno model koji sadrzi
originalni model kao svoj specijalan slucaj. Neka smo na primer, za naSu vremensku
seriju identifikovali MA(2) model. Ovaj model ¢emo prosiriti dodaju¢i novi koeficijent,
tj. prilagodi¢cemo podacima MA(3) model. Adekvatnost MA(2) modela potvrdi¢e se ako:
a) ocena dodatog koeficijenta &, nije statisticki znaCajno razliCita od nule, i b) ocene

koeficijenata 6, i 6, ne menjaju se znacajno u odnosu na njihove prvobitne vrednosti.

Pri uopstavanju ma kog ARMA(pP,q) modela mora se voditi ra¢una i o problemu

prisustva zajednickih faktora (engl. common factors). Ova pojava dovodi do
nemogucnosti identifikovanja modela, a s druge strane, ukoliko se previdi, unosi
dodatne probleme kod ocenjivanja modela. Da bi se upoznali sa ovim problemom
posluziéemo se sledecim primerom.

Posmatrajmo ARMA(1,1) model:
X, =g X ,+&—-0¢&,. (7.51)
Ako u ovom modelu stavimo t=t—-1 dobi¢emo:
X=X ,+&,-6¢,. (7.52)

PomnoZimo izraz (7.52) proizvoljnom konstantom C i oduzmimo ga od izraza (7.51).
Nakon sredivanja dobi¢emo

X, —(C+g) X +Cop X, ,=¢6—-(C+6)s ,+Cl¢s, ,, (7.53)
Sto znaci da je dobijen ARMA(2,2) model. Medutim, uociti da je

(1-¢4B)(L-cB)=1-(c+¢)B+cgB?, (7.54)
odnosno da je
(1-6B)(1-cB)=1-(c+6,)B+cH,B>. (7.55)

To zna¢i da su AR i MA polinomi u ARMA(2,2) modelu dobijeni na osnovu
odgovarajuc¢ih polinoma originalnog ARMA(1,1) modela tako Sto smo ih pomnoZili
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zajedniCkim faktorom (1—cB). Mada vremenskoj seriji odgovara ARMA(2,2) model

koeficijenti tog modela nisu jednozna¢no odredeni poSto je C proizvoljno. Ako je tacan
model ARMA(1,1), a mi smo oceniti ARMA(2,2) model, ocene koeficijenata znatno ce
varirati. Nalazimo se u paradoksalnoj situaciji da ¢ak i ne znamo S$ta u stvari
ocenjujemo. Ilustracija ovog problema data je u Primeru 7.10, kada smo ocenjivali
ARMA(1,l) model za seriju prvih diferenci broja zavrSenih stanova, mada posmatrana
serija broja zavrSenih stanova predstavlja proces slucajnog hoda bez konstante.

Primer 7.12 Za seriju broja nezaposlenih (serija S4) identifikovan je 1 ocenjen model
ARIMA(2,1,0) sa konstantom. Proveru njegove adekvatnosti mozemo
obaviti tako Sto ¢emo proSiriti model. Prvo ¢emo proSiriti model dodajuci
joS jedan AR ¢lan, a zatim ¢emo proSiriti prvobitni model dodajuéi MA
C¢lan. Prema izmetim sugestijama sve proSirene modele ocenili smo
koriSéenjem programa RATS 3.0, a dobijene rezultate prikazali u Tabeli
7.10.

Tabela 7.10 Provera adekvatnosti ARIMA(2,1,0) modela proSirenjem polazanog modela

*

Model ¢1 ¢z ¢3 ‘90 ‘91 o QlO QlO
ARIMA(2,1,0)| 07365 -03385 22073 15686 391 546
0.197)  (0.195) (5124)
ARIMA(3,1,0)| 07481 03992 00417 23172 16017 246 346
(0213)  (0255) (0214)  (5325)
ARIMA(2,1,1)| 06335 02792 22019 01214 16026  3.68 5.17
(0599)  (0.386) (5464)  (0.62)

U zagradama ispod ocene koeficijenata date su standardne greSke tih
ocena. Dodati koeficijenti u proSirenim modelima svojom statistickom
neznacajnoScu sugeriSu adekvatnost polaznog ARIMA(2,1,0) modela.
Preostali pokazatelji iz Tabele 7.10, kao Sto su standardna greSka ocene i
Box-Pierceova statistika, takode sugeriSu adekvatnost polaznog modela.
Mada je Box-Pierceova statistika niZa kod proSirenih modela ona ni u
polaznom modelu nije statisticki znacCajna na uobiCajenim nivoima
znacajnosti.

UkaZimo na probleme koji se javljaju kada se prvobitni model proSiruje
tako da se dodaje MA ¢lan. Mada taj dodati koeficijent nije statisticki
znaCajan njegovim ukljuCivanjem AR koeficijenti u odnosu na prvobitno
ocenjeni model manji su za 14 i 18% respektivno. Istovremeno se otvara
problem preciznosti njihovog ocenjivanja. [

U opStem slucaju, ma koji ARMA model ¢e zadovoljiti opStiji ARMA model gde su
AR 1 MA Kkarakteristicni polinomi dobijeni mnoZenjem originalnih polinoma istim
proizvoljno izabranim polinomom. Da bi se eliminisao ovaj problem kod definisanja
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ARMA modela pretpostavili smo da polinomi ¢(B) i 6(B) ne sadrze zajednicke

faktore.

Ocigledno je da koeficijenti u tom opStiem modelu nisu jednozna¢no

definisani, Sto vodi ka ozbiljnom problemu pri njegovom ocenjivanju. Stoga se kod
uvodenja dodatnih koeficijenata, odnosno prilikom proSirivanja modela preporuCuje da
se pridrzavamo sledecih uputstava:

1.

2.

3.

Zadaci

7.1

Posebnu painju posvetiti pocetnoj specifikaciji modela. Ako ima dovoljno
elemenata koji ukazuju na to da jednostavniji model predstavlja dobro
izabrani model, proveriti to pre nego §to se pokusa sa sloZenijim modelom.

Ne povecéavati red AR i MA polinoma istovremeno. Kada se dodaju novi
koeficijenti, odnosno proSiruje postoje¢i model, ne povecavati red AR i MA
polinoma modela istovremeno. Ako je na primer u pocetnoj fazi identifikovan
AR(1) model proSiriti ga tako da se prvo oceni AR(2) model, a tek potom
proveriti da li je moZzda meSoviti ARMA(1,1) model adekvatniji. Voditi pri
tome raCuna o pojavi zajedniCkih faktora.

Prosiriti model u pravcu koji sugerise analiza reziduala. Autokorelaciona
funkcija reziduala ocenjenog modela moZe ukazati na neadekvatnost modela,
a istovremeno pomod¢i u fazi proSirivanja modela, odnosno dodavanja novih
koeficijenata. Na primer, ako nakon prilagodavanja podacima MA(1) modela
u rezidualima ostane korelacija na drugoj docnji, pokuSati sa MA(2), a ne sa
ARMAC(1,1) modelom.

Na osnovu date vremenske serije od n=100 opservacija odrediti red
diferenciranja  koriS¢enjem: (a) obi¢ne 1 parcijalne autokorelacione
funkcije, (b) kriterijuma minimalne uzoracke varijanse diferencirane serije
1 (c) testova jedini¢nog korena.

1-10 | 11-20 | 21-30 | 31-40 | 41-50 | 51-60 | 61-70 | 71-80 | 81-90 | 91-100

11.03 1641 1806 17.04 2047 2425 2976 3456 37.63 3922
1128 1499 17.11 1861 2191 2284 29.66 3677 3785 40.80
1278 1846 1752 17.83 2091 2384 3197 3573 3675 38.13
1200 1543 17.10 1984 22,67 2596 3096 36.65 3685 40.18
1088 19.19 17.17 1968 2068 26.15 3393 3698 3783 38.78
1326 1800 1609 1922 2278 2636 33.17 3676 37.06 3927
1403 1741 17.14 2026 21.79 2567 3523 3639 3752 39.75
1526 1743 1648 1849 2135 2688 3391 37.69 37.79 39.69
1558 1889 17.14 1891 2300 28.77 3542 3736 3782 4020
1412 1933 1826 1992 21.64 2832 3732 3911 38.76 40.02

7.2 Na osnovu date vremenske serije od n=100 opservacija odrediti red

diferenciranja koriS¢enjem: (a) obine 1 parcijalne autokorelacione
funkcije, (b) kriterijuma minimalne uzoraCke varijanse diferencirane serije
i (c) testova jedini¢nog korena.
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1-10 | 11-20 | 21-30 | 31-40 | 41-50 | 51-60 | 61-70 | 71-80 | 81-90 |91-100
24.63 2796 3571 3877 4286 52.18 5767 6128 6742 7229
2631 3017 3893 3699 4301 5274 5730 6095 6645 7429
25.62 3130 3627 3827 4639 5330 58.80 6127 6688 74.19
2543 2990 3880 3946 4565 5466 6148 6158 6755 7601
2693 3252 36.66 39.72 4889 5456 61.67 6177 6735 75.65
2746 3317 38.62 40.13 4833 5434 6303 6286 6681 7624
26.69 3322 3757 40.78 4885 5365 6392 6337 6796 77.70
2804 3473 38.60 4059 5044 5609 6165 6332 69.62 7694
28.12 3515 3845 4169 4941 54.12 63.10 6566 69.09 7631
2920 37.82 38.11 41.16 5195 55.16 61.18 64.61 7238 77.67

7.3 Identifikovati odgovarajuéi model vremenske serije, odnosno red

diferenciranja i red procesa. U tu svrhu Koristiti korelogram uzoracke
autokorelacione funkcije. Uporediti uzoracke korelograme sa teorijskim
korelogramima ARIMA modela koji su izloZeni u 4. i 5. Glavi.

(a) n=144

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

rk 048 -000 005 -0.15 007 000 002 006 -004 -0.09
(b) n=100

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

r, |-048 -000 005 -0.15 007 000 002 006 -004 -0.09
(c) n=100

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I'k -022 -030 0.03 008 -000 -0.14 -0.11 0.11 002 0.13

(d) n=250, W, =(1-B)X,, Z, =(1-B)*X,, W =0.845, S} =1.54

Serija | k 1 | 23] a] s 6| 7] 8] 9]0
Xt I’k 099 098 097 095 094 093 092 091 089 0.88
Wt rk 045 -002 -001 -004 003 0.10 006 -001 -005 -0.07
Zt rk -0.08 -042 002 -008 -001 0.1 002 -002 -003 -0.02

(€) N=250, W, =(1-B)X,, Z, =(1-B)’X,, W =0.046, S? =1.76

Serija| K 1 2] 3] 4]l s 6] 7[8] 9]0
X, | r loss 09 079 081 075 073 070 068 066 064
W, | r |071 051 039 025 -014 009 -006 006 -004 -00I
Z, r, |-085 062 045 030 019 011 -008 006 -004 -00I
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7.4 Identifikovati odgovaraju¢i model vremenske serije na osnovu datih

uzorackih obi¢nih i parcijalnih autokorelacionih funkcija.

(a) n=100

k 1 | 2] 3] 4] 5|6 | 7] 8]0
rk 024 -0.17 035 034 -0.13

P

| 10
0.06

-007 021 005 -017

024 -024 051 001 -009 -005 003 001 -007 0.11

(b) n=121

k 1 | 2
|04 -0.10

P

| 9
-0.03

| 8
-0.12

| 7
-0.09

| 6
0.07

[ 4 |5
006 0.5

| 3
-0.27

0.10

049 -046 005 0.11 004 -014 003 -002 -000 0.08

(¢) n=169

k 1 | 2
. |-068

P

[ 4 [ s
027 -0.09

044 -038 012 -010 009 -007 -0.05

-068 -004 -0.18 -0.10 0.15 022 0.11

0.12 007 -026

7.5 Identifikovati odgovaraju¢i model vremenske serije, odnosno red

diferenciranja i red procesa. U tu svrhu koristiti obiCan i parcijalni
korelogram.

(@) N=250, W, =(1-B)X,, Z, =(1-B)*X,, W =4.187, S2 =3

Serija| K
X

1 2] 3] 4a]ls5] 6] 7][8]9]10
099 098 097 095 094 093 092 091 089 0.88

t k

0.99

-0.01

-0.01

-0.01

-0.01

-0.01

-0.01

-0.01

-0.01

-0.01

r, 1033

0.33

-0.53

-0.71

-0.53

0.01

0.06

-0.04

045

0.12

0.23

-0.04

-0.20

0.06

-0.28

-0.00

-0.10

-0.17

0.11

0.01

r, 0.7

0.17

-0.63

-0.68

-0.47

-0.34

0.14

-0.32

046

-0.09

0.15

-0.16

-0.24

-0.05

-0.19

0.08

-0.03

-0.13

0.09

-0.08
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(b) n=196, W, =(1-B)X,, Z, =(1-B)’X,, W =2.876, S =1.66

Serija| K 1 | 23] 4]s5]6]7]8]9]10

X

t

I 098 097 095 094 092 091 08 088 086 084

¢kk 098 -001 -001 -001 -001 -001 -001 -001 -0.01 -0.01

I -008 026 021 -003 -0.12 -0.10 -0.13 -007 002 0.13

¢kk -008 025 026 -006 -029 -022 -005 0.4 022 -0.12

I -0.66 0.18 009 -007 -005 003 -005 -001 011 -0.16

¢kk -0.66 -044 -007 0.13 -000 -0.18 -030 -032 004 007

7.6

Za datu vremensku seriju od n=100 opservacija identifikovati
odgovarajuéi ARIMA model koriS¢enjem: (a) obicne 1 parcijalne
autokorelacione funkcije 1 (b) kriterijuma za izbor reda procesa: FPE,
BIC, AIC 1 HQ. Da li su saglasni rezultati dobijeni pod (a) i (b)?

1-10

| 11-20 | 21-30 | 31-40 | 41-50 | 51-60 | 61-70 | 71-80 | 81-90 |91-100

1.71
-3.06
-342
-1.17
-0.15

1.04

1.24

1.51

0.38
-0.18

-0.63 -1.96 0.85 0.87 -1.71 0.61 -0.27 2.10 0.86
-0.64 -1.83 2.09 0.76 -1.62 278 -0.57 0.59 122
044 1.05 0.50 0.11 -0.60 1.34 -0.32 -3.38 0.54
0.68 301 -0.07 -1.47 -2.19 0.21 2.17 -2.80 -0.24
-2.22 0.66 -1.90 042 -0.85 -0.10 4.08 0.75 -1.63
-1.84 -0.61 -2.36 1.66 225 -2.01 1.86 3.12 -1.03
1.06 -0.88 -0.68 0.85 1.22 -1.42 -0.59 294 091
3.67 -0.89 0.66 0.10 -0.64 -0.29 -0.92 -0.46 1.64
2.04 -1.77 0.23 0.34 -4.27 -1.06 -0.01 -1.33 0.88
-2.09 -2.69 -0.16 -1.59 -2.11 -0.42 0.77 -0.84 -0.37

7.7

7.8

7.9

Simulirati 250 opservacija iz ARMA(1,1) modela sa ¢ =0.8 i 4 =0.5.

Na osnovu dobijene vremenske serije identifikovati odgovaraju¢i ARIMA
model koriS¢enjem: (a) obiCne i parcijalne autokorelacione funkcije i (b)
kriterijuma za izbor reda procesa: FPE, BIC, AIC i HQ. Da 1i su saglasni
rezultati dobijeni pod (a) i (b)?

Za vremensku seriju iz Zadatka 7.1 identifikovati red ARIMA procesa
koriS¢enjem: (a) obi¢ne 1 parcijalne autokorelacione funkcije 1 (b)
kriterijuma za izbor reda procesa: FPE, BIC, AIC 1 HQ. Da li su saglasni
rezultati dobijeni pod (a) i (b)?

Za vremensku seriju iz Zadatka 7.2 identifikovati red ARIMA procesa
koriS¢enjem: (a) obi¢ne i parcijalne autokorelacione funkcije i (b)
kriterijuma za izbor reda procesa: FPE, BIC, AIC 1 HQ. Da li su saglasni
rezultati dobijeni pod (a) i (b)?
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7.10

7.11

7.12

7.13

7.14

7.15

7.16

Date su opservacije vremenske serije: 2, 5, 3, 2, 3, 4, 3, 2, 4, 2.
IzraCunati uslovnu sumu kvadrata S(6,,6,) za MA(2) proces kod koga je

6,=-081i6,=-06.

(ReSenje: S(6,,6,)=29).

Date su opservacije vremenske serije: 2, 5, 4, 2, 2, 1, 2, 3, 4, 5.
IzraCunati uslovnu sumu kvadrata S(¢,6,) za ARMA(1,1) proces kod
koga je ¢, =0.7 i §,=-04.

(ReSenje: S(¢,,6,) =18.868).

Identifikovan je model vremenske serije i ocenjeni su autokorelacioni
koeficijenti odgovarajuée diferencirane serije:

ARIMA(1,1 0): r, =0.55
ARIMA(0,1,1): r,=—0.43
ARIMA(10,1): r,=0.63, r,=0.57
ARIMA(0.22): r,=-042, r,=-0.18
ARIMA(2,1 0): r,=0.68, r, =0.22

(a) Odrediti prethodne ocene modela. (b) Napisati ocenjene modele
koriséenjem operatora docnje.

Za ARIMA(2,1,0) proces iz Zadatka 7.12 sredina i varijansa diferencirane
serije je W =15 i S? =16 Pretpostavimo da vremenska serija sadrzi
160 opservacija. (a) Proveriti da li je opravdano ukljuciti konstantu u
model. (b) Napisati ocenjeni model u obliku W, —gW, , —gW, , =6, +¢,.

Neka je na osnovu 250 opservacija iz ARMA(I,1) modela dobijene
sledece ocene: 7,=5, r,=0.6, r,=0.3 Nadi prethodne ocene za ¢, 6,
i o’

(Resenje: ¢, =05, 6, =-0.1576, 6° =3.1712).

Na osnovu vremenske serije od 100 opservacija izracunato je I =0.5,
r,=-04, X=10 i 7,=5. Ako pretpostavimo da su opservacije
generisane AR(2) procesom sa konstantom odrediti prethodne ocene
koeficijenata: ¢, #,, 0, i o°.

(Resenje: ¢ =0.83, ¢ =—0.774, 6,=9.405, 52=1.369).

Neka je kod MA(1) procesa poznato da je sredina jednaka nuli. Na
osnovu serije od tri opservacije: X, =0, X,=-11 X, :%
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7.18

7.19

7.20

7.21

7.22

(a) Pokazati da je ocena po metodu uslovnih najmanjih kvadrata od 6,
jednaka 0.5.

(b) Naéi ocenu varijanse procesa belog Suma .

(Uputstvo: U ovom jednostavnom sluaju nije potrebno koriSéenje
iterativne metode).

Neka su date opservacije X,=10, X, =10, X,=9 i X;=9.5. Ovim

podacima Zelimo prilagoditi ARIMA(0,1,1) model bez konstante. (a)
Odrediti ocenu od & po metodu uslovnih najmanjih kvadrata. (b) Naci

.. v 2
ocenu varijanse procesa belog Suma o°.

Na osnovu vremenske serije od 250 opservacija ocenjen je AR(2) model.
Za seriju reziduala tog modela izracunata je autokorelaciona funkcija:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I 005 009 004 -002 -0.11 006 007 -002 0.13 0.04

Da li na osnovu autokorelacionih koeficijenata serije reziduala moZemo
zakljuciti o adekvatnosti AR(2) modela?

(ReSenje:  95% interval poverenja  p, €(-0.124, 0.124), Q=13,
Q*=13.5).

Simulirati 250 opservacija iz ARMA(1,1) modela sa ¢ =08 i 6 =0.5.

(a) Oceniti AR(1) i MA(1) model na osnovu dobijenih opservacija.
Proveriti adekvatnost modela i na osnovu analize reziduala izmeniti
prvobitno prilagoden model. (b) Oceniti koeficijente izmenjenog modela 1
uporediti ih sa pravim vrednostima.

Oceniti dobijene modele iz Zadatka 7.7 i proveriti njihovu adekvatnost.
Da li je potrebno izmeniti ranije identifikovane modele? Ako jeste,
identifikovati novi model na osnovu analize reziduala.

Da bismo ilustrovali problem prisustva zajednickih faktora na osnovu
vremenske serije iz Zadatka 7.19 oceniti model ARMA(2,2). Proveriti
njegovu adekvatnost. Dati komentar dobijenih rezultata.

Za seriju nezaposlenosti (serija S4) u Primeru 7.10 ocenjen je
ARIMA(2,1,0) model sa konstantnom. U Primeru 7.11 pokazalo se da je
model adekvatan. Da bismo ukazali na posledice pogreSne specifikacije
oceni¢emo na osnovu ove serije ARIMA(1,1,0) model sa konstantom.
IzraCunati obi¢nu i parcijalnu autokorelacionu funkciju kao i Box-
Pierceovu statistiku. Dati komentar dobijenih rezultata.






8 MODELI SEZONSKIH VREMENSKIH SERIJA

U okviru prve dve glave istaknuto je da mnoge vremenske serije sadrZe periodi¢ne
fluktuacije koje se ponavljaju u vremenskim intervalima do godine dana. Takve
vremenske serije nazivaju se sezonskim vremenskim serijama. Tako vremenska serija
prodaje sladoleda ili osvezavajucih pia ima sve karakteristike sezonske vremenske
serije, jer se u letnjim mesecima regularno javlja znatno veci obim prodaje nego u
ostalim mesecima. Pojava sezonskih fluktuacija vazi na primer za serije u turizmu, ali i
u proizvodnji, kretanjima zaliha itd. U navedenim slu€ajevima vreme kao doba godine,
odnosno meteoroloski fenomen, uslovljava fluktuacije u posmatranim pojavama, a time i
u vremenskim serijama kojima pratimo njihova kretanja. Kod serija kao $to je na primer
prodaja nekih roba, izvesni dogadaji uslovljavaju njihov sezonski karakter. Poznato je da
pred tradicionalne praznike kao Sto su Bozi¢ ili Nova Godina, dolazi do povecanog
obima prodaje pojedinih roba (nakita, igracaka, Cestitki i sl.). Ponekad do sezonskih
fluktuacija dolazi i usled institucionalnih reSenja koja se primenjuju u privredi. Tako se
na primer kod industrijske proizvodnje uoCava pojava sezonskog smanjenja proizvodnje
upravo u letnjim mesecima kada neka preduzeca odlaze na kolektivne godiSnje odmore.

Ako bismo prilikom modeliranja navedenih procesa zanemarili njihov sezonski
karakter izostavili bi jednu od znaCajnih karakteristika. Takav pristup njihovom
modeliranju vodio bi ka formiranju neoptimalnog modela. Zato je od interesa direktno
modelom vremenske serije obuhvatiti njen sezonski karakter. U 3. Glavi je izloZen
jedan pristup modeliranju sezonskih vremenskih serija na bazi strukturnih modela
vremenskih serija. Pokazano je kako se koriS¢enjem Holt-Wintersovog postupka i opsteg
eksponencijalnog izravnanja mogu uspe$no modelirati sezonske vremenske serije. U ovoj
glavi izlazemo drugaciji pristup modeliranju koji je baziran na uopStenju nesezonskih
ARIMA modela iz 4. i 5. Glave na klasu sezonskih ARIMA modela. Ovi modeli imaju
slicnosti sa nesezonskim modelima, jer kao i oni uzimaju u obzir meduzavisnost
uzastopnih opservacija vremenske serije, na primer zavisnost opservacija za uzastopne
mesece (kvartale) unutar jedne godine. Medutim, za razliku od nesezonskih modela
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sezonski istovremeno uzimaju u obzir i meduzavisnost izmedu opservacija za iste
mesece (kvartale) u uzastopnim godinama. U suStini osnovni zadatak modeliranja
sezonskih vremenskih serija ostaje isti kao i u slucaju nesezonskih vremenskih serija.
Tezimo dobijanju ekonomicnog ARIMA modela koji ¢e sa relativno malim brojem
dodatih koeficijenata u odnosu na nesezonske modele uspeSno modelirati i sezonska
kolebanja vremenske serije.

8.1 UvOoD

UobiCajeni pristup u klasi¢noj analizi vremenskih serija zasnovan je na tzv. metodu
razlaganja vremenske serije (metod dekompozicije). Osvrt na definiciju i koriS¢enje ove
metode dat je u 1. i 3. Glavi. Ukazali smo na njeno mesto medu brojnim metodama
analize vremenskih serija kao i na razlike i slicnosti u odnosu na strukturne modele
vremenskih serija. Dva su pristupa modeliranju sezonske komponente kod metoda
razlaganja. Prema prvom, regresionom pristupu, uticaj sezonske komponente se utvrduje
koriSéenjem sezonskih veStackih promenljivih u okviru klasiénog regresionog modela,
gde je zavisna promenljiva vremenska serija koju razlazemo na trend, ciklus, sezonu i
slu¢ajnu komponentu. Podvarijanta ovog prvog pristupa polazi od pretpostavke da se
sezonska komponenta moZe uspeSno modelirati trigonometrijskim funkcijama u tzv.
postupku formiranja Fourierove reprezentacije vremenske serije. O ovom postupku bice
viSe re¢i u narednoj 9. Glavi.

U tradicionalnom pristupu analizi vremenskih serija drugi postupak izdvajanja
sezonske komponente iz serije koristi jednu od mnogobrojnih metoda izravnanja
(najéeSc¢e metod pokretnih proseka). Ovim metodama, a posebno eksponencijalnim
metodama izravnanja bavili smo se u okviru 2. i 3. Glave. Osnovna ideja kod ovog
pristupa bazirana je na izdvajanju nesezonskog dela vremenske serije koriS¢enjem
simetricnih pokretnih proseka. Kada se utvrdi "osnovni tok" vremenske serije, preostaje
nam da ga iz opservacija vremenske serije eliminiSemo jednostavnim postupkom
oduzimanja kod aditivnog modela, odnosno podele kod multiplikativnog modela,
dobijajuci na taj nacin Zeljenu sezonsku komponentu.

MozZe se red¢i da je u poCetnom periodu analize vremenskih serija osnovna namena
tako izdvojene sezonske komponente bila u njenom eliminisanju iz vremenske serije.
Taj postupak otklanjanja sezonske komponente iz vremenske serije naziva se postupkom
sezonskog izravnanja ili desezoniranja. Kod regresionog pristupa reziduali ocenjenog
modela tretiraju se kao serija "oCiSCena" uticaja sezonske komponente. Drugi pristup
eliminisanju sezonske komponente zasnovan na pokretnim prosecima koriSéen je u
metodi X-11'. Ovoj metodi i postupku desezoniranja uopste, posveéeno je poslednje
poglavlje u okviru ove glave.

' Pod ovim nazivom krije se sloZeni raCunski program kojim se obavlja desezoniranje mese¢nih i
kvartalnih vremenskih serija, a koji je zasnovan na metodu pokretnih proseka.
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Zajednicki element tradicionalnih postupaka sezonskog izravnanja jeste da polaze od
deterministicke prirode sezonske komponente i da pretpostavljaju njenu nezavisnost od
ostalih nesezonskih komponenti. Ukoliko se napuste ove pretpostavke, odnosno podemo
od toga da sezonska komponenta ima stohasticki karakter sa korelacionom strukturom
koja dozvoljava postojanje meduzavisnosti nesezonske i sezonske komponente, tada smo
napravili korak u pravcu definisanja sezonskih ARIMA modela.

Definiciju sezonskih ARIMA modela izlazemo u Poglavlju 8.2. Kroz primere
jednostavnih, ali karakteristinih sezonskih ARIMA modela upoznajemo se sa osnovnim
osobinama cele klase ovih modela. U okviru istog poglavlja razmatramo nacin
konstruisanja i primene testova sezonskog jedini¢nog korena. Na osnovu rezultata
njihove primene moguce je doneti odluku o potrebi sezonskog diferenciranja vremenske
serije. Ranije izloZeni iterativni postupak Box-Jenkinsove metodologije uz manje izmene
primenjujemo na konkretne sezonske vremenske serije. U Poglavlju 8.5 ukazujemo na
vezu koja se moZe uspostaviti izmedu konkretnth ARIMA modela i pojedinih
predstavnika klase strukturnih modela vremenskih serija. Naposletku, kao $to je receno,
u Poglavlju 8.6 bavimo se problemom desezoniranja vremenskih serija, dajuc¢i poseban
naglasak na koriScenje tzv. metoda X-11-ARIMA.

8.2 SEZONSKI ARI M A MODELI

Sezonske vremenske serije karakteriSu periodi¢ne fluktuacije koje se ponavljaju u
vremenskim intervalima do godine dana. Najmanji vremenski period u kome se ponovi
uoCena pojava nazivamo period sezone i oznaCava se sa S. Ako su u pitanju mesecne
vremenske serije, tada je period sezone jednak 12, za kvartalne serije S=4, a za
polugodisnje serije S=2.

S obzirom da se posmatrana pojava sa izvesnim pravilnostima ponavlja posle perioda
sezone, ofekujemo da e opservacije razdvojene s vremenskih perioda biti medusobom
korelirane. Dakle, pored grafika vremenske serije, kao §to je to sluCaj sa serijom na
Slici 2.4, i korelogram sezonske vremenske serije moZe biti od pomodi pri utvrdivanju
sezonskog karaktera serije. Lagano smanjivanje vrednosti autokorelacionih koeficijenata
na sezonskim docnjama (s,2s,3s,...) pokazatelj je sezonske nestacionarnosti. Sli¢no

postupku eliminisanja nestacionarnosti kod nesezonskih serija koriS¢enjem operatora
diferenciranja (1-B), za otklanjanje sezonske nestacionarnosti koristimo operator

sezonskog diferenciranja (1—B°). Kombinuju¢i ova dva operatora diferenciranja u

opStem slucaju, sezonski ARIMA model za seriju X, piSemo u obliku:
#(B)(1-B)’ (1-B°)° X, = 0(B)s,, (8.1)

gde smo operatore nesezonskog i sezonskog diferenciranja primenili d, odnosno D
puta respektivno. Polinomi ¢(B) i 6(B) definiSu se na uobiCajen nalin (videti
Poglavlje 4.9). Pri izgradnji sezonskog ARIMA modela primenjuje se iterativni postupak
Boxa i Jenkinsa. Medutim, poteSkoce sa kojima se suofavamo pri koriS€enju modela
(8.1) navele su Boxa i Jenkinsa da definiSu novu klasu sezonskih ARIMA modela. Prva
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od spomenutih teskoda tiCe se polinoma ¢(B) i #(B) od kojih bar jedan mora biti
minimalno reda S, da bi obuhvatio autokorelaciju na sezonskim docnjama. Na primer,
kod mese¢nih vremenskih serija to znaci da red jednog od polinoma mora biti najmanje
12, pa se moZe desiti da ¢e model sadrZavati isti toliki broj koeficijenata. Ukljucivanje
tolikog broja koeficijenata u model, od kojih svi ne moraju biti razli¢iti od nule,
zahteva razmatranje velikog broja modela u fazi njihovog izbora. Druga poteSkoca tice
se parcijalne autokorelacione funkcije kao osnovnog sredstva za identifikaciju modela.
Kod sezonskih modela tipa (8.1) njena interpretacija je oteZana, pa se uglavnom Koristi
obi¢na autokorelaciona funkcija.

Iz navedenih razloga Box i1 Jenkins su pristupili definisanju klase tzv.
multiplikativnih sezonskih ARIMA modela. Pretpostavimo u opStem slucaju da smo
vremensku seriju X, , za koju smo na osnovu grafika ili korelograma utvrdili da ima
karakteristike sezonske vremenske serije, modelirali koriS¢enjem nesezonskog ARIMA
modela:

(1-B)*4,(B)X, =6,(B)7,. (8.2)

gde su ¢4 (B)=1-4B-..-4B” i 6,(B)=1-6B~-..—6,B" polinomi po operatoru
docnje B, reda p i g respektivno. Zbog sezonskog karaktera serije proces 77, nece

predstavljati proces belog Suma. Koeficijenti autokorelacije ovog procesa na sezonskim
docnjama bice razliiti od nule. Zato éemo ovaj proces takode modelirati ARIMA
modelom:

(1-B%)°®,(B*)n, =0, (B°)¢, . (8.3)

gde su @,(B°)=1-®B° —.-®,B* i ©,(B*)=1-0,B°—..—©,B* polinomi po
operatoru B°® reda P i Q respektivno. Istovremeno pretpostavljamo da polinomi
®,(B*) i Oy(B*) nemaju zajednickih korena. Ovi polinomi zadovoljavaju standardne

uslove stacionarnosti, odnosno invertibilnosti, kojima se zahteva da koreni polinoma
budu po modulu veéi od jedinice. Kombinujuéi izraz (8.2) i (8.3) dobiemo Box-
Jenkinsov multiplikativni sezonski ARIMA model:

(1-B)*(1-B°*)°4, (B)D,(B*) X, =6, (B)O, (B*)s,. (8.4)

Dodavanjem konstante ¢, s desne strane izraza (8.4) uvodimo deterministicku trend
komponentu u model. Uobitajeno je da se u modelu (8.4) polinomi ¢,(B) i 6,(B)

nazivaju regularnim autoregresionim polinomom i polinomom pokretnog proseka, a
®,(B°) i Oy(B’) sezonskim autoregresionim polinomom i polinomom pokretnog

proseka. Standardna oznaka multiplikativnih sezonskih ARIMA modela sa periodom
sezone S je ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q),. Razmotrimo nekoliko jednostavnih sezonskih

modela.
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8.2.1 Sezonski AR(1) modeli

U izrazu (8.3) stavimo P=1, D=0 i Q=0. Dobiéemo sezonski autoregresioni

model prvog reda:
1-2,B%)p, =¢, (8.5)

koji oznatavamo SAR(l),. Uslov stacionarnosti zahteva da je |®l|<1. Kao i kod
nesezonskog AR(1) modela i ovde se moze pokazati da E(7,)=0. Autokovarijaciona
funkcija ovog modela se dobija mnoZenjem izraza (8.5) sa 7,_,, te odredivanjem

ocekivane vrednosti dobijenog izraza. MozZze se pokazati da je autokorelaciona funkcija
ovog modela: p :¢)f , za k=12,.... Zna¢i da su autokorelacioni koeficijenti ovog

modela razli¢iti od nule samo na sezonskim docnjama. Na primer, kod mesecne
vremenske serije je S=12, pa su autokorelacioni koeficijenti kod SAR(1),, modela

razli¢iti od nule na slede¢im docnjama: 12, 24, 36, ....

8.2.2 Sezonski MA(1) modeli

U izrazu (8.3) stavimo , P=1, D=0 i Q=0. Dobiéemo sezonski model pokretnih

proseka prvog reda:
n, =@1-0,B%)¢, (8.6)

koji oznatavamo SMA(L),. Uslov invertibilnosti zahteva da |®1| <1. Kao i kod
nesezonskog MA(1) modela i kod ovog modela E(7,)=0. Takode se moZe pokazati da
je: Var(n)=0+0}c*, Cov(y,7.,)=0 i Cov(n,n_)=-0,0°. Prema tome

autokorelaciona funkcija ima vrednost razli¢itu od nule samo na prvoj sezonskoj docnji.
Na primer, kod mese¢ne vremenske serije imamo da je S=12, pa je autokorelacioni
koeficijent kod SMA(1),, modela razli¢it od nule samo na 12. docnji.

8.2.3 "Vazduhoplovni" model

Medu multiplikativnim sezonskim ARIMA modelima najceS¢e se koriste sledeci:
ARIMA(Ld,0)x(1,D,0),, ARIMA(d,0)x(0,D,1),, ARIMA(0,d,1)x(,D,0), i
ARIMA(0,d,1)x(0,D,1),, gde d i D uzima vrednost O ili 1. Na Slici 8.1 prikazan je
karakteristi¢ni izgled obi¢nog i parcijalnog korelograma za serije prvih i sezonskih

diferenci generisanih kori§éenjem prva tri navedena modela kod kojih je d =D =1.

Kao poslednju ilustraciju klase multiplikativnih sezonskih ARIMA modela navodimo
upravo ovaj Cetvrti model kod koga je d=D=1, odnosno radi se o
ARIMA(0,1,1) x(0,1,1), modelu. Model pisemo u obliku:

(1-B)1-B*)X, = (1-6,B)(1-O,B%)s,. (8.7)
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Njega su Box i Jenkins koristili za analizi vremenske serije broja prevezenih putnika u
vazduSnom saobracaju, pa stoga se u literaturi naziva "vazduhoplovni" model (engl.
airline model). Invertibilnost ovog modela zahteva ispunjenje uslova |(91|<1 i |®1|<1-

Ako prve i sezonske diference oznacimo sa W, , tada model (8.7) piSemo u obliku:
W, =(1-B-B*-B*")X,=(1-6,B-0,B°+6,0,B°")¢, . (8.8)
Autokovarijansa od W, na K —toj docnji je
7. =EWW,_,)=E[(s, - 65 ,-0O5 +60,& . ,)x
(666105 00 . )], (8.9

Slika 8.1 Obicna i parcijalna autokorelaciona funkcija izabranih multiplikativnih sezonskih modela

odakle dobijamo
Yo = 1+6))(1+07)c?
7 =—6,1+0;)o?
Vo1 =60,0,0" (8.10)
7s =—0;(1+ ‘912)02
Ve = 6’1®1G2 ’
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a sve ostale autokovarijanse su jednake nuli. Na osnovu autokovarijacione funkcije
dobijamo autokorelacione koeficijente:

_ _91
P 1_'_012’
91(91
S e W 8.11
ps—l (1+ 012)(1+ ®f) ps+l ( )
_ _®1
T ver

a ostali autokorelacioni koeficijenti su jednaki nuli.

Ako je taCna pretpostavka da seriji odgovara "vazduhoplovni" model, tada varijansa
ocenjenih uzorackih autokorelacionih koeficijenata na docnjama viSim od S+1 glasi

~2 ~2 ~2 ~2
Var(,bk)=1+2(pl +ps;]l+ps +ps+l) , k >S+1. (812)

Koris¢enjem ovog rezultata i poznatog izraza autokorelacione funkcije (8.11) u
mogucnosti smo da identifikujemo sezonski ARIMA(0,1,1)x(0,1,1), model. Za

"vazduhoplovni" model prikazujemo na Slici 8.2 izgled obi¢nog 1 parcijalnog
korelograma za pozitivne vrednosti koeficijenata 6, i ©,.

Slika 8.2 Obicna i parcijalna autokorelaciona funkcija "vazduhoplovnog" modela

Autokovarijacione 1 autokorelacione funkcije ostalih karakteristicnih slucajeva
sezonskih ARIMA modela mogu se naci kod Box i Jenkinsa (1976, ss. 329-333).

Primer 8.1 Za kvartalnu vremensku seriju indeksa industrijske proizvodnje u Srbiji
(serija S10) identifikovati odgovaraju¢i ARIMA model, oceniti ga i
proveriti njegovu adekvatnost.

Sa grafika vremenske serije (Slika 2.4) je ocito da je prisutan trend, a
varijansa serije je vremenski zavisna. Zbog vremenski zavisne varijanse
prethodno smo izvrSili logaritamsku transformaciju opservacija vremenske
serije. U daljem tekstu seriju logaritama opservacija vremenske serije
nazivamo originalna vremenska serija.
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Slika 8.3 Kvartalna industrijska proizvodnja u Srbiji: (a) originalna serija ((b) korelogram
originalne serije), (c) prva diferenca ((d) korelogram prve diference), (e) sezonska diferenca ((f) korelogram
sezonske diference) i (g) prva i sezonska diferenca ((h) korelogram prve i sezonske diference)

Kori§¢enjem programa RATS 3.0 ocenili smo uzoracke obicne i parcijalne
autokorelacione koeficijente. U Tabeli 8.1 prikazali smo prvih 24
koeficijenata za originalnu seriju, seriju prvih diferenci, seriju sezonskih
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diferenci i seriju prvih i sezonskih diferenci. Na Slici 8.3 prikazali smo
grafike originalne i diferenciranih serija kao i njihove korelograme.

Tabela 8.1 Autokorelaciona i parcijalna autokorelaciona funkcija kvartalnog indeksa

industrijske proizvodnje u Srbiji (serija S10)

Varijansa
Originalna serija 0.07
r1-12 | 088 088 079 083 071 071 063 065 054 055 047 050
k
13-24 040 040 032 034 024 024 0.16 0.19 0.10 0.10 0.03 0.06
é( 0.88 0.50 -0.18 033 -040 005 0.05 0.09 -021 0.05 -0.00 0.08
K
13-24 -0.13 -0.05 -000 0.03 -0.11 -0.08 0.03 0.05 -006 -005 0.05 -0.05
Prva diferenca 0.01
r1-12 -0.73 049 -069 090 -067 046 -067 085 -063 045 -0.64 0.78
k
13-24 058 042 -059 0.72 054 040 -055 067 -049 035 049 0.62
é( -0.73 009 -0.80 043 031 0.09 -0.12 0.10 006 0.02 0.04 -0.01
K
13-24 -0.01 -0.10 000 0.01 -001 005 0.10 0.08 0.14 -009 -0.10 0.06
Sezonska diferenca 0.00142
r1-12 | 073 061 052 037 029 025 023 016 019 017 0.2 009
k
13-24 0.11 008 0.11 0.17 0.14 0.17 0.13 0.11 007 009 0.11 0.10
é( 073 0.17 0.07 -0.16 000 006 0.09 -009 0.12 -0.03 -0.05 -0.05
K
13-24 0.11 -004 0.11 008 -004 0.04 -0.13 003 -002 0.11 0.02 002
Prva i sezonska diferenca 0.00073
r1-12 -0.30 -0.04 0.15 -0.19 -0.08 -006 008 -020 0.14 0.09 -0.06 -0.08
k
13-24 0.11 -0.14 0.01 0.08 -0.12 0.19 -0.07 0.09 -0.12 0.00 0.00 -0.09
é( 2030 0.14 0.10 -0.13 -0.18 -021 002 -022 002 002 002 -022
K
13-24 -0.02 -0.18 -002 -008 -0.11 0.08 -005 0.01 -0.15 -0.08 -0.09 -0.07

Dok sa grafika originalne vremenske serije (Slika 8.3(a)) uoCavamo njen
sezonski karakter, dotle sa korelograma ove serije (Slika 8.3(b)) to skoro
da nije moguce, u Cemu nas sprecava prisustvo nesezonskog jedini¢nog
korena (d =1). Medutim, grafik i korelogram serije prvih diferenci
ubedljivo ukazuju na prisustvo sezonske nestacionarnosti. Na grafiku te
serije (Slika 8.3(c)) uocljivi su vrhovi, odnosno dolje koje se svaka Cetiri
kvartala ponavljaju. Sezonska nestacionarnost ove serije iskazuje se preko
visoko  pozitivnih  sporo  opadaju¢ih  vrednosti  autokorelacionih
koeficijenata na sezonskim docnjama (4, 8, 12, ...) (Slika 8.3(d)).

Slika 8.3(e) i Slika 8.3(f) pokazuju izgled serije i korelograma kada na
originalnu vremensku seriju primenimo samo sezonske diference.

Sa grafika sezonski diferencirane serije uoCavamo da serija nema
konstantan nivo, Sto je odlika nestacionarnih serija. Slicno sugeriSe i
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korelogram ove serije (Slika 8.3(f)) na kome su statisti~ki zna~ajni
autokorelacioni koeficijenti i na vi{im docnjama.

Naposletku, na Slici 8.3(g) dat je grafik vremenske serije na koju smo
primenili  nesezonsko (obi~no) i sezonsko diferenciranje. Serija je
o~igledno sa konstantnim nivoom, a na njoj Se ne uo~avaju izrazite
pravilnosti sezonskog tipa. Njen korelogram (Slika 8.3(h)) pokazuje da
smo kombinovanom primenom nesezonskog 1 sezonskog diferenciranja
dobili stacionarnu seriju za koju mo emo identifikovati odgovaraju}i
multiplikativni sezonski ARIMA model.

Kako je efektivni broj opservacija na osnovu kojih je ocenjena obi~na i
parcijalna autokorelaciona funkcija serije prvih i sezonskih diferenci
jednak 67, to je standardna gre{ka ocene koeficijenata jednaka 0.12.
Vrednosti iz Tabele 8.1 za prvu i sezonsku diferencu (poslednja ~etvrtina
tabele) sugeri{u da se autokorelacioni koeficijenti na 1., 4. i 8. docnji
mogu uzeti kao zna~ajni (istini za volju ne na nivou zna~ajnosti od 5%,
ali mogu na ne{to ni"em nivou). Na osnovu ovakvog izgleda korelograma
predla’emo "vazduhoplovni” model za seriju kvartalne industrijske
proizvodnje u Srbiji. Me]utim, napominjemo, da ako bismo pa’ljivije
analizirali korelogram dovela bi se u sumnju predlo ena specifikacija.
Naime, prema Slici 8.2, odnosno izrazu (8.11) sledi da kod
"vazduhoplovnog” modela autokorelacioni koeficijenti oko sezonske
docnje treba da budu istog znaka. Kod nas to o~ito nije slu~aj {to se
prve sezonske docnje ti~e, jer su koeficijenti na 3. i 5. docnji suprotnog
znaka. Ovaj uslov je ispunjen na drugoj sezonskoj docnji. Mada
zna~ajnost autokorelacionog koeficijenta na 8. docnji sugeri{e mo da
ne{to op{tiji model, po}i }emo od spomenutog "vazduhoplovnog" modela,
a u fazi ispitivanja adekvatnosti proveri}emo opravdanost njegovog
pro{irenja.

Nakon identifikacije modela nastavljamo iterativni postupak Box-Jenkinsa
ocenjivanjem koeficijenata izabranog modela. Kako je multiplikativni
sezonski ARIMA model poseban slu~aj op{teg ARIMA modela (sa
ograni~enjem na parametre), to je postupak ocenjivanja ovog modela
istovetan ranije izlo"enom postupku ocenjivanja u Poglavlju 7.4. Ocena
predlo’enog ARIMA(0,1,1)x(0,1,1), modela kori{}enjem programa RATS

3.0 dala je slede}i rezultat:

4 1. _ 4 ~_
(1-B)(1-B")X, = (1-0.3726B)(1-0.4244B")s,, G =0.0248.

Oba ocenjena koeficijenta visoko su statisti~ki zna~ajna. Radi provere
adekvatnosti ocenjenog modela izra~unali smo vrednost autokorelacionih
koeficijenata serije reziduala kao i modifikovane Box-Pierceove statistike
I prikazali ih u Tabeli 8.2.
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Tabela 8.2 Autokorelaciona funkcija reziduala i modifikovana Box-Pierceova statistika

ocenjenog modela (prva iteracija)

1t |23 4]s5[e]7]8]o]w]uln

000 -008 006 007 -016 -012 -001 -0.17 006 004 -006 -0.15
000 043 068 108 299 415 416 654 680 696 727 9.10

Vrednost modifikovane Box-Pierceove statistike ne ukazuje nam na
neadekvatnost izabranog modela, s obzirom da je kriticna vrednost testa

na nivou znacajnosti 5%, Q5272;0.05:18.31. Medutim, u seriji reziduala

ostaje prisutna autokoreliranost na 8. docnji, §to nas upucuje da prvobitno
identifikovan model u narednoj iteraciji proSirimo jo§ jednim sezonskim
MA c¢lanom. Ocena tako proSirenog modela dala je sledeci rezultat:

4 _1_ _ 4 8 ~_
(1-B)(L-B*)X, = (1-03515B)(1-0.3617B* ~0.22138")5;, . 5=0.0244.

(0.132)

Ocene koeficijenata 6, i ®; nisu se znacajnije promenile. Sto se dodatog

koeficijenta tiCe vrednost njegove t—statistike iznosi Sto ukazuje da je
taj koeficijent statisticki znaajan na nivou znacajnosti od 10%.
Istovremeno je doSlo do izvesnog smanjenja standardne greSke ocene
modela. Kao i u prethodnoj iteraciji proveru adekvatnosti modela
zasnivamo na autokorelacionoj funkciji serije reziduala i modifikovanoj
Box-Pierceovoj statistici. Tako vrednost modifikovane Box-Pierceove
statistike ne ukazuje na neadekvatnost izabranog modela, s obzirom da je
kriticna vrednost testa na nivou znaCajnosti 5%, szf3;0_05=16.92.

Vrednost autokorelacionih koeficijenata serije reziduala ne ukazuje na
njihovu statistiCku znaCajnost na uobiCajenim nivoima znacajnosti. Sledi
da je za kvartalnu industrijsku proizvodnju u Srbiji
ARIMA(0,1,1)x(0,1,2), model adekvatan.

Tabela 8.3 Autokorelaciona funkcija reziduala i modifikovana Box-Pierceova statistika

ocenjenog modela (druga iteracija)

k 1 |2 ]3] a]ls[e] 789 [w|n]nn
r, |-000 -008 002 -001 016 -0.14 -002 001 007 008 -005 -0.09
Q" |000 042 045 045 245 399 403 404 444 496 520 590

Medutim, konacna potvrda valjanosti izabranog modela je zasnovana na
kvalitetu prognoza njime generisanih. Prognoziranjem na osnovu ovog
ocenjenog modela i drugih sezonskih modela pozabavicemo se u Odeljku
8.2.5. [ |
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Primer 8.2 Za meseCnu vremensku seriju broja nezaposlenih u bivSoj Jugoslaviji
(serija S16) identifikovati odgovaraju¢i ARIMA model, oceniti ga i
proveriti njegovu adekvatnost.

Slika 8.4 Mesec¢na nezaposlenost u bivSoj Jugoslaviji: (a) originalna serija ((b) korelogram
originalne serije), (c) prva diferenca ((d) korelogram prve diference), (e) sezonska diferenca ((f) korelogram
sezonske diference) i (g) prva i sezonska diferenca ((h) korelogram prve i sezonske diference)
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Sa grafika vremenske serije (Slika 8.4(a)) je oCito da je u seriji prisutan
trend. Pokazalo se da seriju nije bilo potrebno transformisati u cilju
stabilizovanja varijanse, pa smo u daljem tekstu analizu bazirali na
netransformisanoj seriji broja nezaposlenih.

KoriS¢enjem programa RATS 3.0 ocenili smo uzoracke, obicne i
parcijalne autokorelacione koeficijente. U Tabeli 8.4 prikazali smo prvih
36 koeficijenata za originalnu seriju, seriju prvih diferenci, seriju
sezonskih diferenci i seriju prvih i sezonskih diferenci. Na Slici 8.4
prikazali smo grafike originalne i diferenciranih serija kao i njihove
korelograme.

Tabela 8.4 Autokorelaciona i parcijalna autokorelaciona funkcija mesecnog broja

nezaposlenih u bivSoj Jugoslaviji (serija S16)

Varijansa
Originalna serija 143,240
r1-12 099 098 097 096 094 093 092 091 090 090 0.89 0.88
k
13-24 0.87 086 085 0.84 0.83 083 0.82 0.81 080 080 0.79 0.79
25-36 078 077 076 0.75 075 074 0.73 072 072 0.71 0.71 0.70
é 099 -008 -002 0.00 000 002 003 002 003 003 001 -0.03
K
13-24 -0.05 -003 000 003 003 002 001 002 001 0.02 -000 -002
25-36 -0.04 -0.02 -001 0.17 001 001 006 000 0.00 001 -001 -0.02
Prva diferenca 284.26
r-1-12 0.56 0.17 -022 -029 -0.30 -0.14 -0.29 -0.31 -025 0.13 049 0.84
k
13-24 0.51 0.15 -025 -031 -0.30 -0.13 -0.29 -0.30 -025 0.09 043 0.78
25-36 046 0.13 -023 -030 -029 -0.12 -026 -027 -024 007 038 0.70
&( 0.56 -021 -033 0.03 -0.14 004 -050 -0.13 002 029 037 0.53
K
13-24 -0.24 -0.08 -0.16 -001 0.04 0.05 -0.11 006 0.01 -004 -001 0.20
25-36 -0.18 0.04 007 001 002 -003 0.00 0.08 -0.03 -003 -007 0.09
Sezonska diferenca 20632
r-1-12 098 094 090 0.86 080 075 0.70 065 0.60 055 050 046
k
13-24 042 039 035 032 029 026 024 021 0.19 0.17 0.16 0.14
25-36 0.12 0.11 0.10 009 007 006 006 005 003 0.02 001 -001
d 098 -029 -0.00 -0.14 -0.14 0.07 -001 -007 0.04 -003 -0.01 -0.04
K
13-24 022 -0.15 -003 0.03 -003 002 -003 002 001 0.02 0.03 -0.09
25-36 008 -006 0.03 -003 001 -001 0.03 -008 002 -0.04 -0.08 -0.01
Prva i sezonska diferenca 69.89
r-1-12 025 008 0.08 007 -003 001 008 002 002 003 0.04 -0.30
k
13-24 -0.02 004 -008 -007 -002 0.01 -007 -007 -0.04 -0.05 -0.03 -0.00
25-36 -0.04 -0.08 -001 001 0.01 -004 005 003 001 007 001 -003
é( 025 002 005 004 -007 003 008 -002 002 001 002 -034
K
13-24 0.15 003 -0.09 -000 -004 0.04 -003 -006 001 -0.03 0.06 -0.15
25-36 004 -023 -004 0.04 -001 001 005 -004 003 0.05 -0.01 -0.10
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Sa grafika originalne vremenske serije (Slika 8.4(a)) uofavamo njen
sezonski karakter. Medutim, sezona je manje stabilna i nije u toj meri
izraZzena kao kod kvartalne industrijske proizvodnje u Srbiji. Sa
korelograma ove serije (Slika 8.4(b)) nije mogucde uociti da serija ima
sezonske karakteristike, jer korelogramom dominira izraZeni trend. Grafik
i korelogram serije prvih diferenci jasno ukazuje na prisustvo sezonske
nestacionarnosti. Na grafiku te serije (Slika 8.4(c)) uocljivi su vrhovi,
odnosno dolje koje se svakih dvanaest meseci ponavljaju. Sezonska
nestacionarnost ove serije iskazuje se preko visokih pozitivnih vrednosti
autokorelacionih koeficijenata na sezonskim docnjama (12, 24, 36, ..)
koji se lagano smanjuju (Slika 8.4(d)).

Primena samo sezonskih diferenci na originalnu seriju rezultira u Slici
84(e) i Slici 8.4(f). Ocito se za dobijenu seriju ne moZe pretpostaviti da
je stacionarna, jer fluktuira oko promenljivog nivoa. To potvrduje i
lagano opadaju¢a vrednost autokorelacionih koeficijenata na njenom
korelogramu.

Tek primenom nesezonskog 1 sezonskog diferenciranja postiZemo
stacionarnost serije broja nezaposlenih u bivSoj Jugoslaviji kao Sto je to
vidljivo na osnovu grafika vremenske serije (Slika 8.4(g)) i njenog
korelograma (Slika 8.4(h)). Koriséenjem kriterijuma minimalne uzoracke
varijanse diferencirane serije dolazimo do istog zakljucka da tek
kombinovanom primenom nesezonskog i sezonskog diferenciranja
dobijamo seriju sa najmanjom varijansom. Na osnovu dobijene serije
pristupamo identifikaciji multiplikativnog sezonskog ARIMA modela.

PosSto je za efektivni broj opservacija 358, standardna greSka ocene
autokorelacionih koeficijenata jednaka je 0.05. Posmatranjem vrednosti
koeficijenata na nesezonskim docnjama iz Tabele 8.4 (poslednja
cetvrtina), uo¢avamo znacajnost prvog autokorelacionog koeficijenta i to
na nivou znalajnosti od 5%. Sto se sezonskih docnji tice statistitki je
znaCajan samo koeficijent p;,, dok su ostali jednaki nuli. Medu

parcijalnim autokorelacionim koeficijentima statisticki su  znacajni
koeficijenti na 12, 24 i 36 docnji i to sa negativnim predznakom. Prema
svemu izloZenom za meseCnu seriju broja nezaposlenih sugeriSemo
ARIMA(0,1,1)x(0,1,1),, model. Sa izabranim modelom otpo¢injemo

drugu etapu Box-Jenkinsovog iterativnog postupka, tj. etapu njegovog
ocenjivanja.

Koris¢enjem programa RATS 3.0 ocenili smo predloZzeni model i dobili
slede¢i ocenjeni model

_ _pl2 _ _ 12 ~_
A-B)-BT)X, =+ 03P B~ 033 B )er, o =736
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Oba ocenjena koeficijenta visoko su statisti~ki zna~ajna. Radi provere
adekvatnosti ocenjenog modela izra~unali smo vrednost autokorelacionih
koeficijenata serije reziduala i prikazali ih u Tabeli 8.5. Proveru
adekvatnosti modela bazirali smo i na modifikovanoj Box-Pierceovoj
statistici. Na osnovu prvih 24 autokorelaciona koeficijenta vrednost ove

statistike iznosi Q005 =32.8. Kori{}enjem tablica * —rasporeda

(Tabela B3 u Dodatku B) odredili smo kriti~nu vrednost testa koja iznosi
Quu_s00s =33.92. Realizovana vrednost statistike testa bliska je kriti~noj

vrednosti. Mada se ne odbacuje hipoteza da serija reziduala predstavlja
proces belog {uma, ipak ostaje izvesna sumnja u adekvatnost ocenjenog
modela. Tu sumnju poja~ava statisti~ki zna~ajan autokorelacioni
koeficijent na drugoj docnji za seriju reziduala dat sa ostalim
koeficijentima u Tabeli 8.5.

Tabela 8.5 Autokorelaciona funkcija reziduala ocenjenog modela (prva iteracija)

k 1t 2 [ 3] 4|5 |67 [8 ]9 |w]|u]|mw
. |004 012 001 010 -001 005 009 -00L -00L 000 015 001
k 13 | 14| 15 ] 161718190 |2 |2a]2]|28]|xn
o |007 005 010 002 002 005 -003 -004 -003 -002 004 000

U drugoj iteraciji izmeni}emo na{ prvobitno specifikovan model tako {to
Yemo dodati MA ~lan na drugoj nesezonskoj docnji, odnosno pro{ireni
model je ARIMA(0,1,2)x(0,1,1),, model. Njegovim ocenjivanjem

dobijamo slede}i rezultat:
(1-B)(1-B%)X, = (1+0.3847 B +0.1223B?)(1-0.5713B%)s,, 6 =7.277
(0.0519) (0.0544) (0.0479)

Vrednost koeficijenata 6, i ©, u pro{irenom modelu neznatno je

promenjena u odnosu na vrednosti u prvobitno specifikovanom modelu. S
druge strane dodati MA ~lan, odnosno odgovaraju}i koeficijent 6, je

statisti~ki zna~ajan na nivou zna~ajnosti od 5%. Standardna gre{ka ocene
modela je neznatno ni"a u pro{irenom u odnosu na prvobitni model
(gre{ka je smanjena za ne{to manje od 1%).

Radi provere adekvatnosti modela ra~unamo vrednost modifikovane Box-
Pierceove statistike Q,, =27.8. S obzirom da je vrednost izra~unate
statistike manja od kriti~ne vrednosti (Qj, 4,05 =32.67), to na nivou
zna~ajnosti od 5% zaklju~ujemo da je ARIMA(0,1,2)x(0,1,1),, model

adekvatan model za mese~nu seriju broja nezaposlenih u biv{oj
Jugoslaviji.
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Tabela 8.6 Autokorelaciona funkcija reziduala ocenjenog modela (druga iteracija)

k 1 | 23| 4]l s |67 ]8]9|w]|n|n
f, |000 001 004 009 -003 004 009 -001 -004 -000 016 000
k 3|15 [ 6 [ 17 [ 8] 19|20 21| 2] 23]
r, 007 006 -0.1 -003 -001 006 -002 -005 -003 -001 004 001

Ovaj zaklju¢ak podrzava i analiza reziduala na osnovu autokorelacione
funkcije. Ni jedan od autokorelacionih koeficijenata nije statisticki
znacajno razli¢it od nule, osim koeficijenta na 11. docnji. Kako se pri
oceni veleg broja koeficijenata moZe desiti da se pokaZe statisticki
znaCajnim i koeficijent koji to nije u populaciji (na nivou znacajnosti od
5% pri oceni 24 koeficijenta to se moZe desiti bar kod jednog
koeficijenta), to ¢éemo ovaj koeficijent na 11. docnji jednostavno
zanemariti. |

Kada je re¢ o sezonskim ARIMA modelima do sada smo razmatrali tzv.
multiplikativne ARIMA modele. Postavlja se pitanje da li nemultiplikativni model
mozda adekvatnije reprezentuje posmatrani proces. Ako za primer multiplikativnog
modela uzmemo "vazduhoplovni" model AA X, =(1-6B-0,B°+60,B*")s, , tada

é¢emo njegovu adekvatnost u odnosu na nemultiplikativni model
AA X, =(1-6,B-0,B° +6,B°")e,, proveriti testirajuéi ograni¢enje na koeficijente ovog
potonjeg modela. Ukoliko se koriS¢enjem testa kolicnika verodostojnosti ne moze
odbaciti nelinearno ogranicenje: 6, + 60,0, , zakljuCujemo o adekvatnosti multiplikativne

forme modele.

8.3 TESTOVI SEZONSKIH JEDINICNIH KORENA

Analogno pojmu deterministickog i stohastickog trenda kod nesezonskih serija
(Odeljak 5.2.1) u analizi sezonskih vremenskih serija uvodimo pojam deterministicke i
stohasticke sezone. Deterministicka sezona se jednostavno modelira koriS¢enjem modela

Xt:ﬁlDlt+ﬁ2D2t+"'+ﬂstt+gt’ (813)

gde su Dy, j=12,.,s, sezonske veStacke promenljive koje uzimaju vrednost 1 u
J—tom periodu, a 0 inace. Koeficijenti S; mere efekte ]—tog perioda na vremensku

seriju. S obzirom da su S koeficijenti konstanti, modelom (8.13) se pretpostavlja

stabilan uticaj sezone u celom periodu. Posmatrajmo izraz (8.13) kao klasi¢an regresioni
model. Ako ga ocenimo metodom najmanjih kvadrata, dobiéemo ocene koeficijenata, a
reziduale modela tretiraéemo kao seriju iz koje je eliminisana deterministi¢ka sezona.

Najjednostavniji oblik stohasticke sezone dat je izrazom:

X, =X +&. (8.14)
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Prema izrazu (8.14) sledi da je serija sezonskih diferenci stacionarna serija. Za
razliku od deterministicke sezone kod stohasticke dozvoljavamo mogucnost da uticaj
sezone tokom vremena varira na slucajan nacin.

Pri razmatranju uticaja slucajnih Sokova na seriju sa deterministickim i stohastickim
trendom konstatovali smo da Sokovi kod serije sa prvim tipom trenda nemaju uticaja na
dugi rok, a kod serije sa stohastickim trendom ostavljaju trajne posledice. Slicne efekte
beleZimo kod serija sa deterministickom i stohasti¢kom sezonom. Tako ée pozitivan ili
negativan slucajni Sok uticati ne samo na porast ili pad vrednosti X,, nego i na porast

X

trajne posledice na vremensku seriju sa deterministickom sezonom.

ili pad vrednosti X . Istovremeno ovaj slucajan Sok na dugi rok nece ostaviti

t+s? FMt+2s0 0

Podsecamo, da ukoliko se kod nesezonske vremenske serije stacionarnost postiZe
primenom operatora prvog diferenciranja d puta, tada za seriju kazemo da je d—tog
reda integrisanosti $to oznatavamo X, ~ I(d). Pojam integrisanosti direktno proSirujemo

na vremenske serije sa sezonskim karakteristikama na slededi naCin. Za seriju X,
kazemo da je sezonski integrisana reda (d,D), §to oznatavamo X, ~1(d,D), ako se

obi¢nim diferenciranjem d puta i sezonskim diferenciranjem D puta dobija serija koja
ima stacionarnu i invertibilnu ARMA reprezentaciju. Tako se u izrazu (8.14) umesto
procesa belog Suma &, u opStem slucaju javlja navedena ARMA reprezentacija.

U postupku testiranja sezonske integrisanosti vremenske serije, odnosno prisustva
sezonskih jedini¢nih korena, polazimo od pretpostavke da posmatrana serija sadrzi kako
stohasticku, tako i deterministiCku sezonsku komponentu. Kod prvobitno definisanih
testova sezonskih jedini¢nih korena nije razvijen postupak diskriminacije izmedu dva
tipa sezone. Jedino se zahteva da deterministicku sezonu otklonimo pre nego Sto se
pristupi testiranju sezonske integrisanosti. Zna¢i da se na osnovu vremenske serije X,

oceni model (8.13), a reziduali ocenjenog modela koriste u narednom koraku postupka
testiranja. U daljem tekstu cemo pretpostaviti da je serija X, na navedeni nacin

"oCiSéena" od prisustva deterministicke sezone.

Direktno uopStenje Dickey-Fullerovog testa, radi provere prisustva sezonskih
jedini¢nih korena, zasnovano je na modelu

AX =aX,  +é,. (8.15)

Dickey-Fullerov test sezonske integrisanosti (DFSI test) baziran je na "t—odnosu" ocene
koeficijenta « u modelu (8.15). Testira se nulta hipoteza H;: X, ~1(0,1) protiv

alternativne hipoteze H,: X, ~1(0,0). Ukoliko je "t—odnos" statisticki znacajno

negativan, tada se ne prihvata nulta hipoteza, odnosno test sugeriSe da nema potrebe
vremensku seriju sezonski diferencirati. Valjanost DFSI testa zavisi od toga da li se
moZe usvojiti pretpostavka da reziduali ocenjenog modela (8.15) predstavljaju proces
belog $uma. Cesto ova pretpostavka nije ispunjena, pa se u takvom sluaju Koristi tzv.
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prosireni Dickey-Fullerov test sezonske integrisanosti (ADFSI test) koji je zasnovan na
"t —odnosu" ocene koeficijenta & u regresionom modelu:

p
AX =aX o+ D AAX  +&. (8.16)

i=1
Kritiéne vrednosti DFSI i ADFSI testa date su u Tabeli B9 (Dodatak B) za s=2,4,12.

Napominjemo da su oba testa mehanicka modifikacija nesezonskih DF i ADF testa, pa
se stoga koriste kao gruba aproksimacija testova sezonske integrisanosti vremenske
serije.

Potpuno uopstenje prosirenog Dickey-Fullerovog testa dali su Dickey, Hasza (Haza) i
Fuller (1984) uz kasniju izmenu koja je ucinjena u radu Osborn (Ozborn) i dr. (1988).
Dickey-Hasza-Fullerov test (DHF test) zasnovan je na "t—odnosu" ocene koeficijenta
a u regresionom modelu:

P
AX =0Z  + ) AKX+, 8.17)

=
pri ¢emu se do vrednosti promenljive Z, . dolazi na slede¢i naCin. Ocene po metodu

najmanjih kvadrata koeficijenata o, u regresiji A X, na sopstvene pro$le vrednosti:

p
AX =D SAX +&, (8.18)
i=1

tj. koeficijente &,,6,,...,0,, koristimo da bismo konstruisali promenljivu Z,. To ¢inimo

koriS¢enjem izraza:

5 B")X,. (8.19)

Naposletku, formiranjem promenljive Z, s docnjom od S perioda dobijamo promenljivu
Z, . koju direktno koristimo kao jedan od regresora u modelu (8.17). Primetimo da je u
radu Dickey, Hasza i Fullera (1984) zavisna promenljiva u modelu (8.17) A/Z,, a ne
A X, kao Sto mi koristimo. Ovu izmenu uvode Osborn i dr. (1988) sugeriSuci da je
statistika testa invarijantna na ovu promenu. S druge strane kada je polinom
(1—518—5282—...—§po) nepoznat, prednost ove izmene je u tome $to ukazuje na

pojavu precenjivanja vrednosti p ukoliko do nje dode. Kritiéne vrednosti DHF testa
iste su kao DFSI i ADFSI testova i date su u Tabeli B9 (Dodatak B).

Ukoliko smo u postupku primene ADFSI testa zakljucili da ne treba odbaciti nultu
hipotezu H,: X, ~1(0,1), tada testiramo novu nultu hipotezu H,: X, ~1(1,1) protiv
alternativne hipoteze H,: X, ~1(0,1). Osnovu testa za testiranje navedene hipoteze

predstavlja "t —odnos" ocene koeficijenta & u regresionom modelu:
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P
AAX, = aA X+ D AAN X+, (8.20)

i=1
Ukoliko se H,: X, ~1(LL1) ne odbaci ova postaje nova alternativna hipoteza, a nulta

hipoteza sada glasi H,: X, ~ 1(2,1). Postupak testiranja se nastavlja dalje sve dok se ne

odbaci nulta hipoteza, pri ¢emu ¢e u modelu (8.20) sve promenljive u svakom
narednom koraku biti jo§ po jednom obicno diferencirane. UocCiti da se konstruisana

promenljiva Z, u modelu za DHF test koristi samo za testiranje reda sezonskog

diferenciranja.

Naposletku, za kvartalne podatke Hylleberg (Hajleberg), Engle (Engl), Granger i Yoo
(Ju) (1990) definisali su postupak, tzv. HEGY test, za utvrdivanje tipa sezone
(deterministicke 1 stohasticke) u vremenskoj seriji kao 1 prisustva nesezonskog i
sezonskog jedini¢nog korena. Oni su posli od razlaganja polinoma:

(1-B*) = (1- B)(1+ B)(L+ B?) = (1- B)(1+ B)(L— iB)(1+iB), i=v~1 (821)

Sto znaci da imamo jedini¢ne korene 1, —1, i i —i od kojih prvi odgovara trendu, tj.
to je obican jedini¢ni koren, a preostali koreni sezonskoj komponenti od 1/2 ciklusa po
kvartalu ili 2 ciklusa po godini, odnosno 1/4 ciklusa po kvartalu ili jedan ciklus po
godini. Na osnovu kvartalnih podataka koren —i nije moguce razlikovati od korena i,
Sto inace predstavlja suStinu pojave tzv. laznog predstavljanja (videti Odeljak 9.3.5).
Zato se ovaj koren takode interpretira kao koren koji pripada godiSnjem ciklusu. Osnovu
HEGY testa predstavlja u najopstijem slucaju regresioni model:

3 4 p
A X, =B+ pt +Zﬂi D, +z;ziziH +z/1|ASXH +é,, (8.22)
i=1 i=1

i1
gde su promenljive Z;,:

Z,=1+B)1+B*)X, =(1+B+B*+B*)X, = X, + X, + X, , + X 4,
Z, =—(1-B)(1+B*)X, =—(1-B+B*~B*)X, =—X, + X, — X, + X s
Z, =—(1-B)1+B)X,=-(1-B*)X, ==X, + X5, (8.23)

Z, =-B(1-B)(1+B)X, =—(B—B*)X, =—X, + X, =Z

3t-1°

Za razliku od prethodno izloZenih testova HEGY test omogucava diskriminaciju
izmedu dva modela sezone: deterministicke i stohasticke, a takode pruza dopunske
informacije o strukturi sezonske komponente u vremenskoj seriji. Ukazujemo na jo$
jednu razliku koja se javlja u operacionalizaciji HEGY testa u odnosu na ostale testove.
Naime, dok je kod DFSI, ADFSI i DHF testova u prethodnoj regresiji na osnovu
modela (8.13) eliminisana deterministi¢ka sezona, dotle je kod HEGY testa u model za
ocenjivanje mogudée ukljuciti sledece deterministicke komponente: konstantu, linearni
trend i sezonske veStacke promenljive. U zavisnosti od toga koje su deterministicke
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komponente ukljuCene u model za ocenjivanje koristimo odgovarajuce tablice kriti¢nih
vrednosti.

Da bismo izlozili postupak primene HEGY testa podimo od najjednostavnije forme
modela (8.22) iz koga je izostavljena deterministicka komponenta (konstanta, trend, i
sezonske veStaCke promenljive). Formiranjem "t-odnosa" ocene 7; koeficijenata

testiramo prisustvo odredene sezonske komponente. Tako na primer, ako se prihvati
nulta hipoteza da je 7, =0 (drugim re¢ima tacna je nulta hipoteza H,: X, ~1(1,0)),
tada serija sadrzi obiCan jedinicni koren. Prema tome, radi postizanja stacionarnosti
serije potrebno je primeniti operator obicnog (prvog) diferenciranja. Ako se prihvata
hipoteza da je 7,=0, tada serija sadrZi sezonski jedinicni koren koji odgovara

sezonskoj komponenti od 1/2 ciklusa po kvartalu. Formiranjem "F —odnosa"
proveravamo da su koeficijenti 7, i 7z, istovremeno statisticki znaCajni. Na taj nacin

testiramo hipotezu da serija sadrZi sezonski jedini¢ni koren koji odgovara sezonskoj
komponenti sa jednogodi$njim ciklusom. Serija nece sadrzati sezonske jedini¢ne korene
ako je &, 1 bar jedan od koeficijenata 7, ili 7, razliCit od nule. Znali, da bismo

testirali hipotezu da je serija stacionarna, pa da stoga ne sadrZi jedinine korene,
moramo utvrditi da su svi koeficijenti =; statisticki znaCajno razli¢iti od nule.

Pri testiranju hipoteze da su koeficijenti 7, i =z, jednaki nuli, postoje alternativni

pristup izlozenom kod koga smo koristili "F —odnos". On polazi od raunanja
"t—odnosa" za testiranje nulte hipoteze 7z, =0, protiv alternativne hipoteze da je

n,#0. Ako se prihvata nulta hipoteza, postupak testiranja se nastavlja dalje
raCunanjem "t—odnosa" za testiranje nulte hipoteze 7, =0, protiv alternativne hipoteze
7y <0. Za sva Cetiri "t—odnosa" kao i za “F —odnos” date su kriticne vrednosti u

Tabeli B10 (Dodatak B). Tabela sadrzi kriticne vrednosti ovih statistika za sve
relevantne kombinacije deterministickih komponenti. Pored navedenog modela koji ne
sadrzi deterministicke komponente, razlikujemo modele sa konstantom, konstantom i
sezonskim veStaCkim promenljivama, konstantom i trendom i naposletku model sa
konstantom, trendom i sezonskim veStackim promenljivama.

Primer 8.3 Za vremenske serije: kvartalna industrijska proizvodnja u Srbiji (serija
S10) i meseCna nezaposlenost u bivSoj Jugoslaviji (serija S16) proveriti
red sezonske integrisanosti koriSéenjem testova sezonskih jedini¢nih
korena.

Kori§¢enjem programa RATS 3.0 prema izloZenom postupku testiranja
prisustva sezonskih jedini¢cnih korena dobili smo rezultate koje
prezentiramo u Tabeli 8.7.
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Tabela 8.7 Rezultati testova sezonskih jedini¢nih korena

Kvartalna industrijska proizvodnja u Srbiji (serija S10)

Dickey-Fullerov test sezonske integrisanosti t=-4.47 Q,, =782.67
Prosireni Dickey-Fullerov test sezonske integrisanosti t=-1.49 Q,, =19.04
Dickey-Hasza-Fullerov test sezonske integrisanosti t=-2.63 Q, =1531
ProSireni Dickey-Fullerov test integrisanosti t=-1.71 Q, =2101
Hylleberg-Engle-Granger-Yoo test
Deterministicka komponenta
g [t [t [, | TR A
- 1.34 -0.48 0.20 -0.82 0.36
konstanta -3.36 -0.43 028 -0.70 0.29
konstanta, sezona -3.02 -2.16 -2.26 -0.99 3.06
konstanta, trend -1.19 -043 0.28 -0.70 0.28
konstanta, sezona, trend -1.10 -2.14 -2.24 -0.98 3.00
Mesecna nezaposlenost u bivSoj Jugoslaviji (serija S16)
Dickey-Fullerov test sezonske integrisanosti t =6.02 Q,, = 6107
Prosireni Dickey-Fullerov test sezonske integrisanosti t=0.66 Q,, =81.23
Dickey-Hasza-Fullerov test sezonske integrisanosti t=-3.93 Q,, =68.65
Progireni Dickey-Fullerov test integrisanosti t=-1.02 Q, =21.01

Kod serije kvartalne industrijske proizvodnje u Srbiji DFSI test na nivou
znaCajnosti od 5% sugeriSe da treba odbaciti hipotezu H,: X, ~1(0,1).

Medutim, visoka vrednost Q —statistike (Q,, =782.67) ukazuje na

autokoreliranost serije reziduala ocenjenog model, pa time dovodi u
sumnju i opravdanost primene DFSI testa. Ukljucivanjem  vrednosti
zavisne promenljive s docnjom u model (8.16) izracunata vrednost
statistike ADFSI testa iznosu —1.49. Kako je ova izraCunata vrednost
veca od kriti¢ne vrednosti, koja na nivou znacajnosti od 5% iznosi oko
—4.11, zakljuCujemo da ne treba odbaciti nultu hipotezu o postojanju
sezonskog jedini¢nog korena u ovoj seriji, tj. X, ~1(0,1). Isti zakljucak
sledi i na osnovu primene DHF testa. Kod njega je izraCunata vrednost
statistike testa jednaka —2.63, a kritina vrednost je ista kao kod ADFSI
testa, tj. iznosi —4.11.

Na osnovu modela (8.20) testiramo nultu hipotezu da X, ~1(1,1) protiv
alternativne  hipoteze da X, ~1(0,1). ADF test odgovaraju¢im

"t —odnosom" u iznosu od —1.71 ukazuje na nivou znacajnosti od 5% na
prisustvo obi¢nog jedinicnog korena u seriji kvartalne industrijske
proizvodnje u Srbiji. Kriticna vrednost ovog testa prema vrednostima iz
Tabele B6 iznosi —1.95. Do istih zakljuaka dolazimo i za seriju
mesecne nezaposlenosti u bivSoj Jugoslaviji. Rezultati ADFSI i DHF testa
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sugeriSu potrebu sezonskog diferenciranja serije, a primena ADF testa na
osnovu modela (8.20) i obi¢nog diferenciranja. Prema tome, rezultati
testova sezonskih jedini¢nih korena opravdali su na$ postupak modeliranja
vremenskih serija u Primerima 8.1 i 8.2, kada smo na osnovu
korelograma zakljucili da treba serije obi¢no i sezonski diferencirati.

Za kvartalnu vremensku seriju industrijske proizvodnje u Srbiji (serija
S10) ispitali smo potrebu obicnog i sezonskog diferenciranja koris¢enjem
HEGY testa. Rezultati ovog testa iz Tabele 8.7 potvrduju na$ nalaz na
osnovu drugih testova sezonskih jedini¢nih korena. Naime, "t —odnos" za
koeficijente 7,, 7,, 7, i m, kao i "F —odnos" za koeficijente (7,,7,)
sugeriSe da ne treba odbaciti hipotezu o nesezonskom jedinicnom korenu
(7, =0), odnosno postojanju polugodi$njeg (7, =0) i godi$njeg ciklusa
(my=mn,=0) bez obzira na specifikaciju deterministicke komponente.

Izvesna sumnja u ovaj zakljucak ostaje u slucaju rezultata testa
nesezonskog jedini¢nog korena kada smo u model za ocenjivanje ukljucili
konstantu, odnosno konstantu i sezonske veStacke promenljive. Prema
tome, zakljuCujemo da je u vremenskoj seriji kvartalna industrijska
proizvodnja u Srbiji prisutna stohasticka, a ne deterministi¢ka sezona.
Seriju je prema rezultatima HEGY testa potrebno obicno i sezonski
diferencirati da bi se postigla njena stacionarnost. |

HEGY test se definiSe i za meseCne vremenske serije. Sli¢no razlagaju polinoma
(1-B*) kod kvartalnih serija, kod mese¢nih serija razlaZemo polinom (1—B%), tj.

(1- B®) = (1+ B)(1-+/3B + B?)(1- B + B?)(1+ B?)(1+ B+ B?)
x(1++/3B + B?)(1- B). (8.24)

Svaki od navedenih faktora u gornjem izrazu odgovara sinusoidi sa 6, 5, 4, 3, 2, 1
ciklusa po godini respektivno. Poslednji faktor (1-B) odgovara trend komponenti, tj.
ukazuje na prisustvo obi¢nog jedinicnog korena, kada se zahteva obi¢no diferenciranje
(diferenciranje prvog reda). Odgovaraju¢i "t—odnosi" i "F —odnosi" se potom
konstruiSu sli¢no kao kod HEGY testa za kvartalne vremenske serije.

Modifikacije navedenih testova kao i definicije novih testova sezonskih jedini¢nih
korena date su kod Hasza i Fullera (1982) i Osborna i dr. (1988). Slabost ovih testova
je sli¢na slabosti testova obi¢nih jedini¢nih korena. Obe klase testova imaju malu jacinu
u malim uzorcima, a posebno kada koeficijenti uzimaju vrednosti bliske jedinici.

8.4 PROGNOZIRANJE SEZONSKIM ARI M A MODELIMA

Kako sezonski ARIMA modeli predstavljaju specijalne slu¢ajeve ARIMA modela to
je 1 postupak formiranja prognoza identian postupku izloZzenom u 6. Glavi. Prognoze
na osnovu sezonskih ARIMA modela formiraéemo koriS¢enjem diferencne forme
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modela. Ilustrujmo postupak prognoziranja na primerima karakteristicnih sezonskih
modela.
Ako napiSimo sezonski AR model prvog reda (SAR(1), model) dat izrazom (8.5) u

obliku diferencne jednacine
X, =D, X +&, (8.25)

direktno éemo dobiti jednalinu prognoze. Prognoza formirana u periodu n za h
perioda unapred data je izrazom:

X, (h)=®,X_(h-s). (8.26)
Rekurzivno zamenjujuéi Xn(h—s) unazad, dobi¢emo

X, (h) = ®FIX (8.27)

n+r—s+1°2

gde je k ceo deo koli¢nika (h—1)/s, a r/s je ostatak od (h—1)/s nakon odbitka

celog dela, tj. k. Tako na primer, ako je poslednja raspoloZiva opservacija za septembar
mesec 1994. godine, tada je prognoza u prvom narednom mesecu, tj. oktobru 1994.
godine jednaka proizvodu koeficijenta @, 1 opservacije za oktobar 1993. godine,

prognoza za novembar 1994. godine jednaka je proizvodu koeficijenta @, i opservacije

za novembar 1993. godine (poSto je $=12, a h=1 (za oktobar) i h=2 (za
novembar), to je k=0, a r=0 i 1 za oktobar i novembar mesec respektivno).
Prognoza za oktobar 1995. godine jednaka je proizvodu koeficijenta CDf i poslednje

raspoloZivog oktobarskog podatka, tj. podatka za oktobar 1993. godine.
Pored brojne ocene buduce vrednosti vremenske serije formiramo i njenu intervalnu

ocenu. Da bismo dosli do nje potrebno je prethodno izraCunati varijansu greske
prognoze. Na osnovu vrednosti i —pondera, a prema izrazu (6.12) dobijamo vrednost

varijanse greSke prognoze. Kako je vrednost i — pondera:

@) j=0,s,2s,...
w,-={ R } (828)
0, inacde
to je varijansa greSke prognoze
1— 2K+
Var[e, (h)]=—2—07, 8.29
e (1= (829)

gde je h=sk+r+1.

Slicno moZemo odrediti jednaCinu prognoze za sezonski MA model prvog reda.
Diferencna forma modela (8.6) glasi:

X, =& -0, +06,, (8.30)

gde smo ukljucili konstantu 6€,. Na osnovu (8.30) funkcija prognoze je
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X (=-0¢, ., +6,, h=12,..,5,

n—s+

X (h)y=6,, h>s. (8.31)

Znaci da za horizonte prognoziranja veée od perioda sezone prognozirana vrednost je
jednaka sredini procesa.

Preostaje nam da na osnovu i —pondera ovog procesa odredimo varijansu greske
prognoze. Kako je kod SMA(l), modela: y, =-0, i w; =0, inale, to je varijansa

greSke prognoze:

(8.32)

varfe (h)] ={ o2, 1<hs< s}.

1+@)c?, h>s

Naposletku, izloZimo postupak formiranja prognoze za "vazduhoplovni" model, tj.
ARIMA(0,1,1)x(0,1,1), model. Odredimo prvo funkciju prognoze ovog modela. Na

osnovu diferencne forme modela (8.8) gde smo stavili t=n+h dobijamo

Xn+h = Xn+h—1 +X X +

n+h-s ~ Mn+h-s-1

+&n —GEping — 048 +0,0,¢ (8.33)

n+h-s n+h-s-1°

Ako potrazimo uslovnu ocekivanu vrednost izraza (8.33) u periodu n, dobiéemo
funkcija prognoze:

X (h)= X, (h=1)+ X, (h=s)— X, (h=s=1)+E(&,., | X,, X, ;,...)—

_elE(gn+h—l | Xn’ Xn—l"")_®1E(8n+h—s | Xn' Xn—l"")+ (8.34)
+01®1E(gn+h—s—l | Xn’ xn—l' )
gde je
o[BG XX ), 0
X,(j)= e e 8.35
() { < o 835
E X, X 0. 1>0
(€n+j| n? n—l"")_ émj’ JSO . (836)

Prema izrazu (8.35) prognoze u proslom periodu (kada je j<0) zamenjujemo stvarnim
vrednostima opservacija, a u buduéem periodu (kada je j>0) zamenjujemo prethodno
formiranim prognozama. Sliéno imamo prema izrazu (8.36) da uslovnu ocekivanu
vrednost greSaka u pro§lom periodu zamenjujemo rezidualima &, ; ocenjenog modela, a
u buduéem periodu nulom.

Prema tome, funkcija prognoze "vazduhoplovnog" modela za horizont prognoziranja
h>s+1 prema izrazu (8.34) piSemo u obliku
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X (h)=X, (h-1)+X, (h—s)— X, (h—s-1), za h>s+1. (8.37)

Ova funkcija predstavlja istovremeno i tzv. mogucu funkciju prognoze (videti Poglavlje
6.5) "vazduhoplovnog" modela.

Da bismo odredili varijansu greSke prognoze potrebno je izraCunati vrednost
v —pondera. Medutim, kako je model nestacionaran, to ¢emo do ovih pondera doci

posredno, tako S§to ¢emo prvo odrediti 7 —pondere, a potom na osnovu veze
w —pondera i 7 —pondera (izraz (6.19)) zahtevane  — pondere.

Izrazimo "vazduhoplovni" model u AR formi:

z(B)X, =¢,, (8.38)
gde je

7(B)=(1-zB-7,B*-..)= a-B)d-B)
(1-6,B)(1-©,B%)

(8.39)
pa "vazduhoplovni" model piSemo u obliku
(1-7B-7x,B*-..)1-6B-0,B°+60,B°")=(1-B-B*+B°"). (8.40)
Izjednalavajuéi koeficijente uz B! dobijamo 7 —pondere:
7 =6"1-6), 1< j<s-1,
r,=67(1-60)+(1-9,)),
T, =61-6)+1-6)1-0,), (841)

7w =0r,+0O; —60,rx

i j>s+2.

j-s-1°

Naposletku, na osnovu izraza (6.19) odredujemo vrednosti y —pondera:

vi=y, ==y =1-6,
Vs :2_01_®1’
Wea =Wep = =Wy, =(1-0)1-0,), (8.42)

v, =(1-6)(2-0,)+(1-6,),
Woset = Wasiy = =Was 1 = (1-6)3-20,),
va =(1-6)(3-20,)+(1-0,),
odnosno u opStem slucaju dobijamo
Wien =Wisi2 ==V s = - 6)(r +1-r10,),

Wi =A=0)(r+1-r0,)+(1-0,). (8.43)
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Na osnovu izracunatih vrednosti y —pondera, koriS¢enjem izraza (6.12) odredujemo

vrednost varijanse greSke prognoze "vazduhoplovnog" modela. Naposletku, interval
poverenja prognoze raunamo na osnovu izraza (6.13).

U naredna dva primera ilustrova¢emo formiranje prognoze na osnovu ocenjenih
ARIMA modela. U prvom primeru polazimo od modela ¢ije smo koeficijente ocenili
koriste¢i sve raspoloZive opservacije, a prognozu formiramo za period van uzorka.
Koristimo samo graficki prikaz da bi ukazali na kretanje prognoziranje serije u odnosu
na raspoloZive opservacije na osnovu kojih smo ocenili modele.

U drugom primeru detaljno se prikazuje postupak formiranja i analiza kvaliteta
prognoza dva modela koja smo ocenili za seriju kvartalne industrijske proizvodnje u
Srbiji (serija S10). U ovom primeru ostavili smo opservacije iz poslednje dve godine (8
kvartala) radi provere kvaliteta prognoze dva alternativha modela.

Primer 8.4 Na osnovu ocenjenih modela iz Primera 8.1 i 8.2 formirati prognozu za
12 kvartala unapred za seriju kvartalne industrijske proizvodnje u Srbiji
(serija S10) pocevsi od poslednjeg kvartala 1989. godine i za 24 meseca
unapred za seriju mesecne nezaposlenosti u bivsoj Jugoslaviji (serija S16)
pocevsi od poslednjeg meseca 1991. godine.

Kori§¢enjem programa RATS 3.0 formirali smo traZzenu prognozu za dve
serije na osnovu ranije ocenjenih modela. Za seriju kvartalne industrijske
proizvodnje u Srbiji (serija S10) ocenjen je ARIMA(0,11)x(0,12),

model. Na osnovu tog modela, pocevsi od poslednjeg kvartala 1989.
godine formiramo prognozu za 12 kvartala unapred. Na Slici 8.5(a)
prikazane su stvarne vrednosti vremenske serije za period od prvog
kvartala 1980. godine do Cetvrtog kvartala 1989. godine, a prognozirane
vrednosti od prvog kvartala 1990. godine do Ccetvrtog kvartala 1992.
godine.

Slika 8.5 Prognoze na osnovu ocenjenih ARIMA modela: (a) kvartalna industrijska
proizvodnja u Srbiji i (b) mesecna nezaposlenost u bivsoj Jugoslaviji

Za seriju mesecne nezaposlenosti u bivSoj Jugoslaviji (serija S16) ocenjen
je ARIMA(0,1,2)x(0,1,1),, model. Na osnovu tog modela, poevsi od
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poslednjeg meseca 1991. godine formiramo prognozu za 24 meseca
unapred. Na Slici 8.5(b) prikazane su stvarne vrednosti vremenske serije
za period od prvog meseca 1981. godine do 12. meseca 1991. godine, a
prognozirane vrednosti od prvog meseca 1992. godine do 12. meseca
1993. godine.

Na Slici 8.5 vertikalne linije razdvajaju stvarne vrednosti opservacija od
prognoziranih vrednosti. Kod serije kvartalne industrijske proizvodnje u
Srbiji prvi kvartal 1990. godine predstavlja prvi period za koji formiramo

prognozu, a kod serije mesecne nezaposlenosti to je januar 1992. godine.
[ |

Primer 8.5 Za seriju kvartalne industrijske proizvodnje u Srbiji (serija S10) ponovo
oceniti dva modela iz Primera 8.1, na osnovu opservacija u periodu od
drugog kvartala 1973. do poslednjeg kvartala 1987. godine. Opservacije
iz poslednje dve godine (1988 i 1989. godine) ostaviti za analizu
kvaliteta prognoziranja. Na osnovu ocenjenih modela formirati prognozu
za 8 kvartala unapred pocCevsi od poslednjeg kvartala 1987. godine.

Prvo smo koriS¢enjem programa RATS 3.0 ponovo ocenili dva modela iz
Primera 8.1 na osnovu opservacija iz perioda 1973/11-1987/1V:

AA,X, = (1-0.3467B)(1— 0.5438B%),, 6 =0.02527, Q,, =12.25

AA,X, = (1-0.3167B)(1—0.3713B* —0.2687B%)s,, & =0.02458
Q, =9.15

Poredenjem vrednosti koeficijenata u modelu koji je ocenjen na osnovu
svih raspolozivih opservacija (Primer 8.1) i gornjih ocena (ocene su
dobijene bez koriS¢enja poslednjih osam opservacija) moZe se
konstatovati njihova relativna stabilnost.

Redni broj opservacije iz 1987/IV je 59. Upravo smo, pocevsi od tog
perioda, formirali prognoze sa maksimalnom duZinom horizonta
prognoziranja jednakoj 8. Kako prvi ARIMA model predstavlja
"vazduhoplovni" model, prema izrazu (8.34) jednalinu prognoze tog
ARIMA modela piSemo u obliku

>259 (h)= )259 (h-D+ )259 (h—4)- >259 (h—5)+
+E (&5, | Xog1 Xggy--) —0.3467E (&5 | Xsg, Xggron) —
—0.5438E (&40, 1, 4 | X595 Xsg,--) + 0.1885E (50,1, 5 | Xogs Xgs--) -

Na primer, za h=1 prognoza za prvi kvartal 1988. godine je
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Xeo (1) = X + X — Xop —0.34674,, — 054382, +0.18852,, .
Za h=2 prognoza za drugi kvartal 1988. godine je
X (2) = Xgg (1) + X, — X, +0.18858,, .

Nastavljajuci na isti nalin postupak izraunavanja, za h=5, prognoza za
prvi kvartal 1989. godine je

X (5) = Xgg (4) + Xy (1) — X, +0.18852,, .

Naposletku za h=6, dobijamo sledeéi izraz za prognozu, a sli¢na forma
vaZi 1 za naredne vrednosti h:

Xs9(6) = X59(5) + X56(2) — X5 (2) -
Za drugi model jednacina prognoze je

)259 (h)= ng(h =D+ ng(h —4)- >259 (h-5)+
+E(&50un | Xsgs Xggse) =0.3167E (£50,4 | Xy Xogo-0) =
—0.3713E (&50,1_4 | Xsg1 Xogye+:) = 0.2687E (€501, | Xs9) Xsger) +

~0.1176E (654,15 | Xsgs Xsgr-) +0.0851E (5.1 | X Xggrorr) -

Prognozirane vrednosti za drugi model na osnovu ove jednacine
formiramo na isti nacin kao S§to je to detaljno uradeno sa prvim
modelom. Kako je serija kvartalne industrijske proizvodnje u Srbiji
prethodno logaritmovana, to smo nakon formiranja prognoze (brojne i
intervalne ocene) na osnovu dva modela, dobijene vrednosti izrazili u
originalnim jedinicama mere. Za oba modela prognozirane vrednosti za
period 1988/1-1989/1V zajedno sa vrednostima reziduala modela prikazali
smo u Tabeli 8.8. U donjem delu tabele dati su i pokazatelji kvaliteta
prognoze (za definiciju videti Poglavlje 1.3). Na Slici 8.6 prikazali smo
sledece podatke iz Tabele 8.8: stvarnu vrednost industrijske proizvodnje i
njenu prognozu (brojna ocena kao i vrednost donje i gornje granice 95%
intervala prognoze) na osnovu dva modela. NeSto niZze je detaljno
objasnjen postupak izraCunavanja varijanse greSke prognoze i intervalne
ocene za ova dva ARIMA modela.

Prezentirani rezultati ukazuju na to da oba modela relativno uspe$no
prognoziraju buduce vrednosti industrijske proizvodnje. To se sa grafika
na Slici 8.6 moZe jasno sagledati. Za oba modela u Primeru 8.1 je
konstatovano da su adekvatna. Na istom mestu je sugerisano da konacan
sud o valjanosti modela donosimo na osnovu njegove sposobnosti da
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formira prognoze sa malom greSkom. Zato smo preduzeli dalju analizu
kvaliteta prognoze ova dva modela. Dobijena je pozitivna vrednost
sredine reziduala oba modela. Ovaj podatak nam ukazuje da modeli
podcenjuju stvarne vrednosti industrijske proizvodnje. Pri tome prvi

model to ¢ini u vecoj meri u odnosu na drugi.

Tabela 8.8 Stvarna, prognozirana vrednost i reziduali dva modela

ARIMA(0,1,1)x(0,1,1); model

ARIMA(0,1,1)x(0,1,2); model

Korak | Stvarna 95% interval | 95% interval | _
prognoze vrednost Prognoza Reziduali Prognoza ] Reziduali
g prognoze modela g prognoze modela
leva g. |desna g. leva g.|desna g.
1 100.20 9729 9258 102.23 291 9727 92.69 102.07 2.93
2 98.87 98.86 93.18 104.88 0.01 99.09 9348 105.05 -0.23
3 90.47 89.66 83.82 95.92 0.80 89.74 83.92 95.96 0.73
4 105.73 10637 98.70 114.63 -0.64 106.08 9845 11430 -0.35
5 102.30 98.61 89.87 108.20 3.69 98.35 89.18 108.46 3.95
6 102.73 10020 9030 111.19 2.53 10050 89.89 112.37 2.23
7 90.10 90.88 81.07 101.88 -0.78 91.58 8091 103.64 -1.48
8 104.70 107.81 9528 121.99 0.00 108.52 9483 124.19 -3.82
Sredina reziduala modela 0.678 0.497
Srednja kvadratna greSka prognoze 4987 5.834
Srednja apsolutna greska prognoze 1.810 1.964

Od pokazatelja tanosti prognoze naveli smo srednje kvadratne greske
prognoze (racunate na osnovu izraza (1.5)) i srednje apsolutne greSke
prognoze (raCunate na osnovu izraza (1.6)). Prema ovim pokazateljima
prednost treba dati prvom modelu u odnosu na drugi. Naime, oba su
pokazatelja kod njega niZa u odnosu na odgovarajuée pokazatelje drugog
modela.

Slika 8.6 Prognoze kvartalne industrijske proizvodnje u Srbiji: (a)
ARIMA(0,1,1)x(0,1,1), model i (b) ARIMA(0,1,1)x(0,1,2), model

Medutim, interesantno je ista¢i da drugi model ima uZi interval prognoze
za horizont prognoze do 4 perioda, a za horizont prognoze duzi od 4
perioda prvi model ima uZi interval prognoze. Dakle, koriS¢enjem
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pokazatelja tacnosti prognoze kao kriterijuma izbora alternativnih modela
opredelili bi se za prvi ARIMA(0,1,1)x(0,1,1), model ukoliko je duzi

horizont prognoze, a za kra¢i horizont prognoze prednost se daje
ARIMA(0,1,1)x(0,1,2), modelu.

Nakon formiranja prognoze odrediéemo prvo vrednosti 7 —pondera, a
potom i i —pondera koji figuriSu u izrazu za varijansu greSke prognoze.

Za "vazduhoplovni" model prema izrazu (8.41) izraCunavamo vrednosti
7 —pondera, a na osnovu izraza (8.42) i (8.43) vrednosti ¥ —pondera.
IzraCunate vrednosti prikazali smo u Tabeli 8.9.

Tabela 8.9 Vrednosti pondera dva modela

Korak ARIMA(0,1,Dx(0,1,1); model | ARIMA(0,1,1)x(0,1,2), model
prognoze 7 —ponderi | w —ponderi | 7 —ponderi | y —ponderi
1 0.65 0.65 0.68 0.68
2 0.23 0.65 0.22 0.68
3 0.08 0.65 0.07 0.68
4 0.48 111 0.65 131

5 0.00 0.95 042 1.11
6 -0.10 0.95 -0.13 1.11
7 -0.03 0.95 -0.04 1.11
8 0.24 1.41 -0.05 147
Sli¢no postupku izraunavanja vrednosti 7 —pondera kod

"vazduhoplovnog modela" koji je definisan izrazima (8.38)-(8.40),
odredujemo i1 vrednosti 7z —pondera za drugi ARIMA model. Prema
predloZzenom postupku dobijamo opSte izraze za y — pondere:

7T =6"(1-6),1<j<3,

7, =61-6)+(1-0,),

7, =6'1-6)+(1-6)1-0,),

r=0r,+0Or, ,-00,r, 5, ]=67,

g =06r,+0,1,-6071,-0,,

7y =6y +O 7, —00,7,+ 0,7, + 6,0,

T =0, ,+07, ,—60r, +0,7, —001,,, ]210.

Na osnovu gornjih 7 —pondera, a koriS¢enjem izraza (6.19) izraCunavamo
vrednosti 7 —pondera. IzraCunate vrednosti smo prezentirali u Tabeli 8.9.

Varijansa greSke prognoze rauna se prema poznatom izrazu (6.12). Tako
je za h=1 varijansa greSke prognoze prvog modela:
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Var[e, ()] = 6° =0.02527 ,

za h=2
Var[e,, (2)] = 6°(1+w?) =0.02527(1+0.65°) = 0.03595,
za h=3

Var[e,, (3)] = 62 (1+y?2 +y?) = 0.02527(L+ 0.65% + 0.65°) = 0.04662

Ostale vrednosti varijanse greske prognoze odreduju se na slican nacin.
Na osnovu formirane prognoze, kao i izraCunate vrednosti varijanse
greske prognoze moZemo formirati 95% interval prognoze na osnovu
izraza (6.13). Za h=1 dobijamo 95% interval prognoze prvog modela:

X, () £1.966; X,, e (4.5283, 4.6272)
za h=2

X (2) 1966\ +y?2) ; X, € (4.5345, 4.6528).

Ostali 95% intervali prognoze odreduju se na slican nacin. Jo§ jednom
napominjemo da se ocenjeni model, greska ocenjenog modela, pa time i
varijansa greSke prognoze odnose na vremensku seriju logaritama
industrijske proizvodnje u Srbiji. Kada se na osnovu gore odredenih
vrednosti varijanse greSke prognoze izracunaju 95% intervali prognoze
oba modela, tada se antilogaritmovanjem dobijaju vrednosti leve i desne
granice intervala prognoze prvobitne kvartalne serije industrijske
proizvodnje u Srbiji. Tako se na osnovu gornja dva izraCunata 95%
intervala prognoze dobijaju sledeca dva 95% intervala prognoze prvobitne
serije:

X, € (92,58, 102.23) i X,, € (93.18, 104.88).

Na slican nacin se odreduju preostali 95% intervali prognoze prvog i
drugog modela prvobitne kvartalne serije industrijske proizvodnje u Srbiji.

Upravo te vrednosti 95% intervala prognoze prikazane su u Tabeli 8.8.
|

85 VEZA ARIMA | STRUKTURNIH MODELA
VREMENSKIH SERIJA

Kao $to je ukazano u 3. Glavi, preteCe strukturnih modela su intuitivno utemeljeni. U
okviru ovog poglavlja ukazaCemo i na njihovu teorijsku utemeljenost. Pokaza¢emo za
koje stohasticke procese iz klase ARIMA procesa ti modeli daju optimalno predvidanje.
Zbog ove veze izmedu ARIMA i strukturnih modela Cesto se sugeriSe da se modeli
eksponencijalnog izravnanja jednostavno zanemare upravo zato Sto su samo specijalni
slucajevi  ARIMA modela. Tako je na primer pokazano da su ARIMA modeli
redukovane forme odredenih strukturnih modela (Harvey (1984)). Medutim, ova dva
pristupa suStinski se razlikuju kada se ima u vidu njihova osnovna ideja kao i
kriterijumi koji se koriste pri gradnji modela. Zbog toga nam je blisko stanoviSte da
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nam koriS¢enje i jednog i drugog pristupa pomaZe u boljem razumevanju procesa koji je
generisao vremensku seriju.

Da bismo pokazali vezu eksponencijalnog izravnanja i jedne klase ARIMA modela
poc¢i¢emo od ranije definisanog ARIMA(0,1,1) modela (izraz (5.19)). Ako je posmatrani
proces invertibilan, tada je

ll—_HBB =(1-B)1+6,B+67B*+..)
1

=1+6B+6’B°+..—-B-0B° —...

=1-(1-6,)B-(1-6)6,B*-(1-6)6’B° —...

=1-aB-a(l-a)B* —a(l-a)’B*-... (8.44)
gde je @ =1-6,, pa dobijamo da AR reprezentacija ARIMA(0,1,1) modela glasi

X;=a) (1—a) X +¢ . (8.45)
j=1

Na osnovu poznatog rezultata iz teorije prognoziranja, predvidanje za jedan korak
unapred sa minimalnom srednje kvadratnom greskom prognoze glasi

X (1) :ai(l—a)j"lxnfj . (8.46)
j=1

Znadi da je optimalna prognoza od X, formirana u periodu (n—1) pokretni prosek
pro§lih vrednosti X ,, X, ,,.., sa eksponencijalno opadajuéim ponderima. Kako je u

periodu n

X, =a> (1-a)?X,, |
j=1

=aX, + (1—0{)0:2(1—05)]‘2 X

j=2

— a)(n + (1—a)azw:(1—a)i—1xn_i

i=1

n+l-j

=aX +(1-a)X @) . (8.47)

to zna¢i da je prognozirana vrednost za prvi buduéi period (n+1) jednaka ponderisanoj
sredini poslednje raspoloZive opservacije u periodu N 1 prognozirane vrednosti
formirane u prethodnom periodu (n-1). Konstanta «_ naziva se konstanta izravnanja, a
izraz (8.47) koristili smo kod jednostavnog eksponencijalnog izravnanja. To znaci da je
jednostavno eksponencijalno izravnanje optimalan metod prognoziranja u slucaju da je
X, generisano ARIMA(0,1,1) procesom kod koga je konstanta izravnanja jednaka
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1-6,. Ukazali smo na to da je ARIMA(O,1,1) proces invertibilan uz uslov |6’1|<1. Uz
ovaj uslov, a na osnovu veze koeficijenta ¢, i konstante izravnanja « , sugeriSe nam se
interval mogucih vrednosti za konstantu izravnanja, pa je barem teorijski: O<a <2.
UkaZimo ukratko na veze ostalih strukturnih modela i ARIMA modela. Tako se za
nesezonski Holt-Wintersov model (model HW u Tabeli 3.5) moZe se pokazati,

koris¢enjem rekurzivnih izraza za nivo, odnosno trend, da je ekvivalentan ARIMA(0,2,2)
procesu:

(1-B)’X, =(1-(2-a-ay)B—(a—-1)B%)s,. (8.48)
Na osnovu izraza za opSti ARIMA(0,2,2) proces:
(1-B)’X, =(1-6B-6,B%)¢,, (8.49)

mozemo  odrediti  vrednosti  dve  konstante  izravnanja a=1+6, i
y=(1-6,-6,)/(1+6,). Kod postupka dvostrukog eksponencijalnog izravnanja

(Brownovi modeli) moZemo uspostaviti vezu izmedu koeficijenta izravnanja i
koeficijenata ARIMA(0,2,2) modela. Tako su koeficijenti ARIMA(0,2,2) modela
0,=2(l-a) i 6,=1-a)’, pri ¢emu imamo ograni¢enje & +46,=0.

U opstem slucaju, kada je serija generisana ARIMA(O,k,k) procesom, optimalna
prognoza formira se na osnovu eksponencijalnog izravnanja K—tog reda. Roberts
(Roberts) (1982) je pokazao za modele sa priguSenim trendom (videti Tabelu 3.11) da
su optimalni za ARIMA(1,1,2) proces:

(1-B)(L-¢B)X, = (1-6,B—6,B)s,, (8.50)

pri ¢emu je veza izmedu koeficijenata tog ARIMA procesa i odgovarajuceg strukturnog
modela iskazana sledecim jednacinama: 6, =1+¢—a—day i 6,=—¢(l-a).

Za aditivnu varijantu sezonskog Holt-Wintersovog modela pokazano je (videti na
primer Granger i Newbold (1977, ss. 170-172)) da generiSe optimalnu prognozu ukoliko
seriji odgovara ARIMA proces

(1-B)1-B%)X, =6..,(B)s,. (8.51)
gde je

O=l-a-ay,

0,=..=0_,=-ay,

0. =1-ay-(1-a)Jd, (8.52)

0., =—-(1-a)1-6).
Ako je y =0, odnosno trend je konstantan, koeficijenti ARIMA procesa (8.51) su

6=1-a,
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6,=..=0,,=0,
6, =1-(1-a)J (8.53)
0,,=-1-a)L-5).

Znati da se za 66, +6,,=0, ili ekvivalentno za 2-26+ad =0, model svodi na
ARIMA(0,1,1) x(0,1,1), model, $to predstavlja tzv. "vazduhoplovni" model. Isti rezultat,
odnosno model dobi¢emo ako su u izrazu (8.51) ay i ad zanemarljivo mali. Sto se
multiplikativnog Holt-Wintersovog sezonskog modela tiCe za njega nije definisan

ekvivalentan ARIMA proces.

McKenzie (Mekenzi) (1976) je pokazao da je opSte eksponencijalno izravnanje
ekvivalentno ARIMA procesu:

#.(B)X, =6, (wB)s¢,, (8.54)

gde je 6@(B) karakteristicni polinom matrice L iz izraza (321) i ¢ =6, ,/6,,
i=12,...k. Ako ne postoje eksponencijalni ¢lanovi medu funkcijama koje
prilagodavamo, tada je ¢(B)=6(B), pa je u tom slucaju od posebnog interesa
ekvivalentni ARIMA proces:

# (B)X, = ¢, (wB)g, . (8.55)
Ako je na primer jednacina prognoze opsteg eksponencijalnog izravnanja:
)Zt(h) =b, +b,h+Db, sin(ih) +b,, cos(ih), (8.56)

to znai da su funkcije koje prilagodavamo: f (h)=1, f,(h)=h, f,(h)=sin(ih) i
f,(h) =cos(2h) . Kako je (1-B)f(h)=0, (1-B)*f,(h)=0, [L—2cos(1)B+B*]f (h)=0 za
i=31 4, ekvivalentni ARIMA proces je

(1- B)?[1—2c0s(4)B + B?]X, = (1- wB)*[1- 2¢0s(1)®B + w’B?]¢, . (8.57)

Na osnovu ovog opSteg rezultata mogu se za specificne modele opSteg eksponencijalnog
izravnanja izvesti ekvivalentni ARIMA procesi.

Kao §to je receno u Poglavlju 3.6, osnovni strukturni model zavisi od Cetiri slucajne
greske. Ako se komponente strukturnog modela koje sadrze ove sluCajne greske
kombinuju tako da dobijemo model sa jednom slucajnom greSkom, kazemo da smo
strukturni model izrazili u redukovanoj formi. Ta redukovana forma strukturnog modela
predstavlja ARIMA model, a Cinjenica da je izveden iz strukturne forme implicirace
ograni¢enja na njegove koeficijente. Ukoliko se ta ograniCenja ne namecu prilikom
prilagodavanja ARIMA modela odredenog reda kazemo da se radi o redukovanoj formi
modela bez ogranicenja.

Za osnovni strukturni model Harvey (1989, s. 69) je pokazao da je njegova
redukovana forma takva da je proces (1-B)(1—B®)X, ekvivalentan MA(S+1) procesu.
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To znadi da redukovana forma bez ograni¢enja na parametre sadrzi S+ 2 koeficijenta, u
odnosu na samo Cetiri koeficijenta kod strukturne forme modela.

8.6 DESEZONIRANJE

Klasi¢na analiza sezonskih vremenskih serija’® zasnovana je na razlaganju vremenske
serije na trend, ciklus, sezonu i iregularnu komponentu’. Od njenih najranijih dana
paznja je uglavnom usmeravana na postupke otklanjanja sezonske komponente. Ovaj
postupak se naziva sezonsko izravnanje (engl. seasonal adjustment) ili desezoniranje.
Eliminacijom sezonske komponente prevashodno se Zelelo omoguditi izucavanje
sustinskih nesezonskih karakteristika vremenske serije, kao §to su prisustvo ciklusa i
trenuci njegovog preokreta, zatim, prisustvo neocekivanih dogadaja i sl. Navedene
informacije imaju svoju vrednost ne samo sa stanovista istorijske ekonomske analize
proteklih dogadaja, nego i zbog utvrdivanja tekucih privrednih uslova. One kreatorima
ekonomske politike omogucavaju preduzimanje pravovremenih mera u cilju
stabilizovanja tekudih privrednih kretanja. Istovremeno prosecni korisnici lakSe
interpretiraju  desezonirane podatke, no serije kod kojih su ostale komponente
"zamagljene" prisustvom sezonske komponente.

Dva su pristupa desezoniranju vremenskih serija. Prvi je zasnovan na koriSéenju
pokretnih proseka za ocenu trend-ciklus komponente i sezonske komponente. Ocenjena
sezonska komponenta se potom izdvaja iz serije, da bi "ostatak" serije tretirali kao
desezoniranu seriju. Ovaj empirijski pristup pretrpeo je brojne izmene, a mi ¢emo se
detaljnije zadrZati na najpoznatijoj pod nazivom metod X-11, odnosno jednoj od
poznatijih varijanti X-//-ARIMA.

Drugi pristup je tzv. modelski pristup 1 zasnovan je na izdvojenom modeliranju
sezonske i nesezonske komponente vremenske serije koris¢enjem ARIMA ili strukturnih
modela.

8.6.1 Empirijski pristup desezoniranju: X-11-ARIMA

Nesumljivo je da metod X-11 Shiskina (Siskin) i dr. (1967) predstavlja jedan od
najpoznatijih metoda za desezoniranje vremenskih serija. Veliki broj zvani¢nih institucija
razli¢itih drZzava redovno publikuje desezonirane podatke dobijene koriS¢enjem jedne od
varijanti ovog metoda. Radi se u stvari o raCunarskom programu kojim se vrSi
desezoniranje jedne vremenske serije. Pojednostavljeno reeno osnovu ovog metoda Cini

2 Isto vaZi i za analizu zasnovanu na strukturnim modelima. Medutim, kod ovih potonjih svaka od
komponenti na koje se razlazu opservacije vremenske serije bazirana je na eksplicitnom statistickom
modelu. Detaljnije o metodi razlaganja vremenske serije i strukturnim modelima videti u 3. Glavi.

* Prvobitno su trend i cikliéna komponenta posmatrane razdvojeno. Medutim, u poslednje vreme one
se posmatraju zajedno, tj. kao jedna komponenta. Zato se u daljem tekstu govori o trend-ciklus
komponenti. Takode napominjemo da za potrebe otklanjanja sezonske komponente sasvim je dovoljno
opservacije vremenske serije razloZiti na dve komponente: sezonsku i nesezonsku (u koje spadaju sve
ostale komponente).
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viSestruko koriSéenje skupa simetri¢nih i asimetri¢nih pokretnih proseka. Pri tome se za
ocenu trend-ciklus komponente koriste Hendersonovi pokretni proseci. Istovremeno je u
metod X-11 ugraden i postupak tretmana vremenske serije s obzirom na prisustvo
nestandardnih opservacija kao i kompoziciju kalendara (broj radnih dana, praznici i sl.).

Korisnik programa moze prepustiti programu da se automatski izaberu pojedini
parametri metode s obzirom na karakteristike konkretne vremenske serije. Tako na
primer, program automatski vr$i izbor reda Hendersonovog pokretnog proseka. Sa druge
strane, korisnik moZe uticati na skoro svaki korak u postupku desezoniranja. Tako na
primer moZe nametnuti izbor odredenog reda Hendersonovog pokretnog proseka, zatim
koriS¢enje odredenog tipa modela desezoniranja (aditivan ili multiplikativan model),
eliminaciju ekstremnih vrednosti iz dalje analize itd.

Kao rezultat primene ovog programa dobija se po Zelji veliki broj tabela koje
prezentiraju sve medurezultate analize do finalne ocene trend-ciklusa, desezonirane
serije, sezonskih faktora, iregularne komponente itd. Dobijaju se i brojne sumarne
statistike na osnovu kojih moZemo izvesti zakljucke o kvalitetu postupka desezoniranja i
karakteristikama vremenske serije.

Metod X-11 se pokazao kao relativno uspeSan u postupku desezoniranja vremenskih
serija. NaZalost, njegovi nedostaci vezani su pre svega za koriS¢enje pokretnih proseka u
postupku ocene trend-ciklusa. Kako se u tim pokretnim prosecima koristi uvek isti skup
pondera za sve vremenske serije bez obzira na njihove individualne karakteristike, oCita
je nefleksibilnost ovog postupka desezoniranja. Drugi nedostatak ovog metoda posledica
je nemoguénosti primene simetriCnih ponderisanih proseka na krajevima serije koja se
desezonira. Zato se na poslednje opservacije primenjuje asimetrican skup pondera.
Posledica ovakvog tretmana poslednjih opservacija je da nakon prispeéa nove
opservacije vremenske serije dolazi do znatne revizije ocene trend-ciklus komponente
kao i desezonske serije.

Drugi navedeni nedostatak ovog metoda pokuSao se prevazi¢i na taj nacin Sto bi se
serija "produZila", ¢ime bi se stvorili uslovi za primenu simetri¢nih pokretnih proseka.
Za ocekivati je da ¢e novodobijene ocene trend-ciklus komponente i desezonirane serije
na osnovu "produZene" serije biti manje podloZne reviziji nakon $to nova opservacija
postane dostupna. Najpoznatiju izmenu metoda X-11 u gore navedenom smislu
predloZila je Dagum (Degum) (1975) i nazvala je metodom X-11-ARIMA. Osnov ove
metode je u izgradnji ARIMA modela vremenske serije koji se potom koristi za
prognoziranje bar za jednu godinu unapred. Ovim prognozama se "produzava"
analizirana vremenska serija, pa se postupak, koji je u osnovi metoda X-11 primenjuje
na tako "produZenu" vremensku seriju.

Na osnovu analize velikog broja ekonomskih vremenskih serija autori su u program
X-11-ARIMA ugradili moguénost automatskog izbora iz skupa raspoloZivih sezonskih
ARIMA modela: log(0,1,1)x(0,1,1),, log(0,2,2)x(0,1,1),, (2,1,2)x(0,1,1), (za

multiplikativne  metod  desezoniranja) i  (0,1,1)x(0,11),, (0,2,2)x(0,1,1), i

(2,1,2)x(0,1,1), (za aditivni metod desezoniranja). Korisniku je ostavljen izbor izmedu
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modela koji je program automatski izabrao i odredenog sezonskog ARIMA modela koji
prema prethodnim istraZivanjima Zeli koristiti u postupku "produZavanja" vremenske
serije. Preporuka je da se pre specifikacije ARIMA modela serija prethodno "odlisti" od
prisustva ekstremnih vrednosti.

Primer 8.6 IzvrSiti desezoniranje kvartalne vremenske serije industrijske proizvodnje
u Srbiji (serija S10).

Kori$éenjem programa X//-ARIMA izvrSeno je desezoniranje vremenske
serije, a rezultati su prikazani na Slici 8.7. Pri tome je izabran
multiplikativan model desezoniranja, a programu je prepuSteno da izabere
odgovaraju¢i ARIMA model radi "produZenja" serije kao 1 red
Hendersonovog pokretnog proseka. Program je izabrao "vazduhoplovni"
model uz logaritamsku transformaciju originalne serije, dakle isti model
kao §to smo i mi izabrali u Primeru 8.1, a opredelio se za 5-o Clane
Hendersonove pokretne proseke.

Dobijeni su slededi rezultati. Trend-ciklus komponenta ukazuje na to da u
posmatranom periodu industrijska proizvodnja u Srbiji pokazuje uzlazni
trend sa jasno izraZzenim ciklicnim varijacijama. U prvoj polovini
osamdesetih moZe se sa Slike 8.7(a) zapaziti period stagnacije, pa i
opadanja industrijske proizvodnje. Isti zakljuCak sledi i za kraj
posmatranog perioda, odnosno 1989. godinu takode karakteriSe period
recesije. Desezonirana serija na Slici 8.7(b) u velikoj meri prati kretanje
trend-ciklus komponente, jer je iregularna komponenta relativno mala u
odnosu na nivo vremenske serije.

Sto se sezonske komponente ti¢e dobijen je rezultat da je ona u
posmatranom periodu veoma nestabilna (Slika 8.7(c)). Ono Sto predstavlja
odliku ove komponente na pocCetku sedamdesetih (negativan uticaj sezone
u prvom, a pozitivan u drugom kvartalu) pretrpilo je izmene na kraju
posmatranog perioda. To se posebno odnosi na sezonsku komponentu u
prvom kvartalu. Grafik sezonske komponente ukazuje da je tokom
osamdesetih godina prakticno zanemarljiv uticaj sezonskog faktora u
prvom kvartalu.

Ukoliko je primenom metoda X-11-ARIMA valjano obavljen posao
desezoniranja, tada se oclekuje da iregularna komponenta ima sve
karakteristike procesa belog Suma. Medutim, prvi autokorelacioni
koeficijent iregularne komponente iznosi , §to ukazuje na to da primenom
ovog metoda nismo dobili optimalne rezultate desezoniranja. Na Slici
8.7(d) prikazana je iregularna komponenta. Mogu se uociti nekoliko
ekstremnih vrednosti kod ove komponente. Na analitiCaru je da ukaze
koji su dogadaji u privrednoj istoriji doveli do njihove pojave.
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Slika 8.7 Razlaganje kvartalne serije industrijske proizvodnje u Srbiji koris¢enjem
programa X11-ARIMA: (a) trend-ciklus komponenta, (b) desezonirana serija, (c) sezonska

komponenta i (d) iregularna komponenta

Metod X-11-ARIMA pruza bogat analiticki materijal i za analizu
osnovnih karakteristika vremenske serije. Navedimo samo dva rezultata.
Prema prvom imamo da prosecno trajanje cikli¢ne komponente iznosi 7.1
kvartala. Drugi rezultat ukazuje na relativan doprinos pojedinih
komponenti stacionarnom delu varijanse originalne serije industrijske
proizvodnje u Srbiji. Dobijeno je da ciklicna komponenta doprinosi
60.75% varijansi originalne serije, sezonska komponenta 37.6%, a
iregularna komponenta svega 1.06%. Kako je skoro 2/3 varijacija
industrijske proizvodnje u Srbiji pod uticajem ciklicne komponente, to
znaCi da postoje Ceste i velike po intenzitetu, smene perioda uzleta,
stagnacije i usporenja proizvodne aktivnosti. Ovaj doprinos cikli¢ne
komponente  varijansi  serije moZe se smanjiti odgovarajuéim
stabilizacionim merama ekonomske politike. |

Detaljnije o ovoj metodi moze se procitati kod Dagum (1983), a kod Burmana
(Burman) (1979) je dat pregled ostalih varijanti metoda pokretnih proseka koje se
koriste u postupcima sezonskog izravnanja vremenskih serija. Cleveland i Tiao (1976)
kao i Burridge (Baridz) i Wallis (Volis) (1984) su pokazali pod kojim uslovima,
odnosno za koje modele vremenskih serija metod X-11 daje optimalne rezultate.
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8.6.2 Modelski pristup desezoniranju

Modelski pristup zasnovan je na eksplicitnom modeliranju sezonske i nesezonske
komponente vremenske serije koriS¢enjem strukturnih (Harvey (1989)) ili ARIMA
modela (Burman (1980)). U slu€aju koriS¢enja strukturnih modela u postupku sezonskog
izravnanja vremenskih serija ocigledno je kako se dolazi do desezonirane serije.
Ocenjenu sezonsku komponentu, koja predstavlja sastavni deo osnovnog strukturnog
modela, oduzimamo od originalne vremenske serije, ¢ime dobijamo desezoniranu seriju.

Pri koriS¢enju ARIMA modela postupak desezoniranja nije u toj meri ocigledan.
Poznato je da se kod ovog pristupa modeliranju vremenska serija posmatra kao celina.
Kod modelskog pristupa zasnovanog na ARIMA modelima polazimo od razlaganja
opservacija vremenske serije na sezonski i nesezonski deo. Obe ove komponente su
direktno neopaZzive. Svaka se modelira posebnim ARIMA modelom. Da bi se na osnovu
opservacija vremenske serije mogli oceniti koeficijenti ta dva ARIMA modela zasnovana
na neopazivim opservacijama, potrebno je nametnuti ogranienje na koeficijente. Prvo
ograniCenje ti€e se sezonskog AR polinoma koji se definiSe tako da se sumiranjem
sezonske komponente u s uzastopnih perioda generiSe stacionarna serija sa nultom
vrednoSéu sredine. Druga pretpostavka tiCe se sezonskog MA polinoma ¢iji red ne sme
da prede s—1.

Detaljnije o postupku modelskog pristupa desezoniranju kao i ogranienjima
nametnutim na ARIMA modele nesezonske i sezonske komponente videti kod Bella
(Bel) i Hillmera (Hilmer) (1984) kao i Hillmera i Tiaoa (1984).

Zadaci

8.1 Identifikovati odgovaraju¢i model kvartalne vremenske serije, odnosno red
diferenciranja i red procesa. U tu svrhu koristiti korelogram uzoracke
autokorelacione funkcije. Uporediti uzoratke korelograme sa teorijskim
korelogramima sezonskih ARIMA modela. Proveriti da li je opravdano
uvodenje konstante u model.
k 1] 2]3]a]s]e][7][s]o]w|]u]ln

n=150; X,; X =8086.33 S2 =3158.99

r 098 096 094 092 090 088 086 085 083 081 079 077

¢kk 098 -001 -0.01 -001 -001 -0.01 -001 -001 -001 -0.01 -0.01 -0.01
n=150; W, =(1-B)X,; W =71.38 S2 =12.89

I 009 -024 001 095 006 -027 005 089 003 -029 002 084

¢Zkk 009 -025 014 094 -044 -007 002 002 -001 001 -003 -0.03
n=150; Z, = (1-B*)X,: Z=285 SZ=2501

r 097 094 091 087 083 079 075 071 068 064 060 057

B, 097 -010 -009 -006 -004 -003 -001 -000 -001 -002 -000 000
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k [ 1 [ 2] 3] a]s[6]7]|8]o]w|[n]|n
n=150; Y, = (1-B)(1-B*)X,; Y =0.65 S’ =2.03
I 08 074 069 067 051 037 032 027 0.18 008 007 005
b, 086 002 019 0.3 -046 -006 0.4 011 006 -006 007 -0.00
8.2 Identifikovati odgovaraju¢i model kvartalne vremenske serije, odnosno red
diferenciranja 1 red procesa. U tu svrhu koristiti korelogram uzoracke
autokorelacione funkcije. Uporediti uzoracke korelograme sa teorijskim
korelogramima sezonskih ARIMA modela. Proveriti da li je opravdano
uvodenje konstante u model.
k [+ 2]3]a]s |6 |78 ]9 [w]|n]|n
n=200; X,; X =2257.38 S} =459.61
r 098 09 094 093 091 089 087 085 083 081 079 0.78
8, 098 -000 001 001 -006 -000 001 000 -005 -000 001 000
n=200; W, =(1-B)X,; W =-6.57 S} =19.1
I 008 0.13 007 098 007 0.13 006 095 006 0.12 005 093
b, 008 0.3 005 098 -045 001 013 -023 008 002 -009 -004
n=200; Z,=(1-B*)X,; Z=-26.91 S’=4387
r 099 099 098 097 09 095 094 093 092 091 089 0.88
b, 099 007 -005 -001 -005 -004 -004 -002 -004 -001 -001 -002
n=200; Y, =(1-B)1-B*)X,; Y =046 S’=148
r 039 023 026 062 02 024 014 032 004 0.18 005 0.19
8, 039 009 017 056 -031 025 -021 001 -004 -000 001 003
8.3 Identifikovati odgovaraju¢i model kvartalne vremenske serije, odnosno red

diferenciranja i red procesa. U tu svrhu koristiti korelogram uzoracke
autokorelacione funkcije. Uporediti uzoracke korelograme sa teorijskim
korelogramima sezonskih ARIMA modela. Proveriti da li je opravdano
uvodenje konstante u model.

k|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12
n=100; X,; X =53.29 S% =25.57

r 097 095 091 088 085 083 080 078 076 073 070 067

4. | 097 008 -006 01 002 005 000 -002 002 -006 -002 -006
n=100; W, =(1-B)X,; W=0.75 S} =1.61

r 061 034 003 -030 -026 -025 -0.10 -006 008 005 -003 -005

4, | 061 007 -034 023 022 011 -003 -0.12 024 -019 -0.8 005
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k [ 1| 2] 3] a]s 6|78 ]9 [w]|n]|n
n=100; Z, =(1-B*)X,; Z=291 S’=4.96
085 054 017 -013 -027 -028 -0.19 -008 001 003 -000 -007
085 065 -020 014 027 -021 -004 -005 0.5 -025 -000 -004
n=100; Y, = (1-B)(1-B*)X,; Y =0.05 S’ =2.62
058 023 -021 -058 -046 -036 -008 006 020 020 009 005
058 -0.16 042 044 025 -014 -011 -032 028 -0.17 -0.12 -0.17
84 Identifikovati odgovaraju¢i model mesecne vremenske serije, odnosno red

diferenciranja i red procesa. U tu svrhu Kkoristiti korelogram uzoracke
autokorelacione funkcije. Uporediti uzoracke korelograme sa teorijskim
korelogramima sezonskih ARIMA modela. Proveriti da li je opravdano
uvoditi konstantu u model.

=~

N=240; X,; X =306.74 S2 =213.29
1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12

B

099 098 097 095 094 093 092 091 08 088 087 0.86

099 -002 000 -005 -001 003 -000 002 003 -001 000 009

~|S o

13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24

RSN

08 084 083 082 08 079 078 077 076 075 074 073

-008 -002 -000 -004 -002 002 -000 001 002 -000 001 001

=~

n=240; W,=(1-B)X,; W=2.76 S} =10.21
1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12

Pl

%&)

=~

023 -009 015 -010 -035 -042 -034 -014 0.2 -010 020 094

023 015 023 025 023 043 -029 -0.I8 -0.I8 -040 0.16 086
13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24

RSN

022 -007 0.6 -008 -031 -041 -034 -015 0.10 -0.11 0.17 0.86

-021 020 -036 020 0.17 -003 002 002 003 011 -019 -0.11

=~

n=240; Z, =(1- Blz)Xt; Z =32.49 SZ2 =16.74
1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12

=~

%%n

=~

098 09 094 092 09 088 086 084 082 080 079 0.77

098 010 003 002 -001 -002 -006 004 004 001 006 -003
13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24

SN

076 073 071 069 067 065 062 060 058 056 054 053

-0.11 -006 -003 -001 -001 -002 -004 -002 002 004 006 003
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n=240; Y, =(1-B)1-B%)X,; Y =0.26 S} =1.65

k 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 | 11 | 12
r 046 -0.10 -0.17 -0.14 002 018 008 -0.11 -023 -014 023 048
4, | 046 0390 010 016 018 005 009 -007 016 009 029 022
k 13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24

0.19 -003 -006 -0.13 -007 006 003 -006 -009 -004 002 003

p——

B, -020 022 -007 -002 -009 -004 003 -001 011 -007 -011 -0.13

8.5 Identifikovati odgovarajuéi model meseéne vremenske serije, odnosno red
diferenciranja i red procesa. U tu svrhu Kkoristiti korelogram uzoracke
autokorelacione funkcije. Uporediti uzoracke korelograme sa teorijskim
korelogramima sezonskih ARIMA modela. Proveriti da li je opravdano
uvoditi konstantu u model.

n=120; X,; X =27.48 S%=6.99
k 1t 2] 3]a]s e[ 7]8]9[w]|]n]|n
r 095 093 091 089 086 085 08 079 077 075 072 068
4, | 095 030 012 007 001 004 006 -007 002 000 -001 -0.I5
k 13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24
r 068 064 061 059 057 054 052 050 047 045 043 04l
4, | 020 012 005 001 003 -007 002 004 -002 -002 -002 -0.03

N=120; W, = (1-B)X,; W =0.19 S2 =1.68
k 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 | 11 | 12
r|-054 002 005 001 -003 003 -001 -003 004 -008 029 -057
4, |-054 0390 024 012 008 -001 003 -001 002 -0.0 035 -039
k 13 | 14|15 [ 1617|1819 ] 20 ][ 2] 2]23]2a
r 045 0.2 -003 -002 011 -013 005 -003 -005 015 -012 0.8
4, |-006 010 -003 -009 010 -002 000 -0.17 -0.19 -009 020 -002

N=120: Z, =(1-B¥)X,; Z=25 S2=217
k 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 | 11 | 12
r 003 021 022 0.8 0.1 008 003 -002 -004 -0.I5 001 -058
4, | 003 021 022 015 003 -002 007 -010 -009 -0.17 005 -0.56
K B[ 1|15 617|819 ] 20 2] 22]2]o2a
r 0.3 -018 -0.8 -0.13 -008 -021 -011 -0.10 -007 004 -0.13 0.12
4, | 026 001 007 002 003 -021 009 -0.14 003 001 005 -030
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n=120; Y = (1-B)(1-B¥)X,; Y =-0.01 S$2=3.01
|6|7|8|9|10|11|12

Kk 1| 2| 3] 4] s

r|-059 008 004 001 -004 002 001 -002 003 -013 039 -068
4, |-059 040 024 008 005 -001 003 002 006 -0.16 041 -046
k 13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24

053 -016 -001 -001 009 -012 003 -000 -004 014 -021 034

> s

B, -0.10 -0.16 -006 -007 0.12 -002 -000 -0.15 -0.12 -0.12 021 -0.08

8.6 Na osnovu 160 opservacija kvartalne vremenske serije identifikovati
odgovarajuc¢i sezonski ARIMA model. Za odredivanje reda diferenciranja
koristiti:

(a) obi¢nu i parcijalnu autokorelacionu funkciju diferenciranih serija,
(b) kriterijum minimalne uzoracke varijanse diferencirane serije i

(c) testove obiCnog i sezonskog jedini¢nog korena.

1 | m | m | 1
14.24 8.90 575 6.27
8.61 8.05 737 7.09
7.90 6.23 503 505
7.67 821 9.81 11.58
14.26 14.49 13.89 16.29
2135 2301 2341 26.89
30.93 30.73 2931 31.00
34.96 36.24 36.19 39.76
44.15 44.02 4437 4873
53.50 55.13 57.30 62.95
69.05 7125 74.64 81.12
87.32 91.35 94.92 99.88

105.86 107.41 109.25 113.14
119.63 124.61 129.36 136.49
146.22 152.35 158.24 167.26
177.26 183.75 190.69 197.61
206.18 212.06 218.50 228.48
240.12 249.20 257.02 265.78
275.72 283.67 291.34 301.37
312.22 321.13 328.45 337.49

8.7 Na osnovu 120 opservacija meseCne vremenske serije identifikovati
odgovarajuc¢i sezonski ARIMA model. Za odredivanje reda diferenciranja
koristiti:

(a) obi¢nu i parcijalnu autokorelacionu funkciju diferenciranih serija,
(b) kriterijum minimalne uzoracke varijanse diferencirane serije i

(c) testove obi¢nog i sezonskog jedinicnog korena.



252 Glava 8 Modeli sezonskih vremenskih serija
1 | 2 | 3] 4] 5 | 6| 7] 8] 9 | 10] 11| 12
3493 4224 6489 6182 6132 6423 5833 4593 50.73 69.79 5883 59.62
5556 6371 8872 8377 8482 89.62 8063 6643 7474 9458 8239 8523
8049 8930 11605 11145 111.61 11779 10471 9233 10194 12275 107.87 11434
11088 117.57 14696 14332 14271 15021 13339 12326 13338 15426 137.06 14745
14624 14831 181.60 17992 17728 186.13 167.53 159.16 170.17 19220 17249 185.89
186.96 18541 22275 22295 219.71 22648 208.76 20097 215.12 23585 212.69 230.13
23470 229.54 27209 271.70 268.66 274.36 25624 248.83 265.57 28541 260.04 279.73
288.76 279.78 327.00 324.71 323.00 328.82 31134 303.68 321.14 341.78 31428 336.74
350.17 337.86 388.04 383.00 381.76 388.28 369.19 363.08 381.14 402.62 375.66 398.17
41739 399.66 45400 446.61 44593 454.18 43448 42890 446.77 468.72 441.87 465.08

8.8 Na osnovu podataka iz Zadatka 8.6 oceniti izabrane modele 1 proveriti
njihovu adekvatnost.

89 Na osnovu podataka iz Zadatka 8.7 oceniti izabrane modele i proveriti
njihovu adekvatnost.

8.10 Na osnovu ocenjenog modela iz Zadatka 8.8 formirati prognoze za osam
perioda unapred. Odrediti i 95% interval prognoze.

8.11 Na osnovu ocenjenog modela iz Zadatka 8.9 formirati prognoze za dvanaest
perioda unapred. Odrediti 1 95% interval prognoze.

8.12 Kod ocenjivanja koeficijenata izabranih modela u Zadatku 8.10 izostaviti
poslednjih osam opservacija. Proveriti kvalitet prognoza ocenjenih modela
koriséenjem srednje kvadratne greske prognoze.

8.13 Kod ocenjivanja koeficijenata izabranih modela u Zadatku 8.11 izostaviti
poslednjih dvanaest opservacija. Proveriti kvalitet prognoza ocenjenih modela
koris¢enjem srednje kvadratne gresSke prognoze.

8.14 Na osnovu podataka iz Zadatka 8.6 izvrSiti desezoniranje date kvartalne
vremenske serije koriS¢enjem programa X-11-ARIMA.

8.15 Na osnovu podataka iz Zadatka 8.7 izvrSiti desezoniranje date meseCne
vremenske serije koriS¢enjem programa X-11-ARIMA.

8.16 Za "produZenje" vremenske serije u Zadatku 8.14 Kkoristiti prognoze ocenjenog
modela iz Zadatka 8.8.

8.17 Za '"produzenje" vremenske serije u Zadatku 8.15 korisititi prognoze

ocenjenog modela iz Zadatka 8.9.



.9 SPEKTRALNA ANALIZA VREMENSKIH SERIJA

U uvodnoj glavi ukazano je na dva pristupa analizi vremenskih serija. Prvi pristup,
zasnovan na autokovarijacionoj funkciji, poznat je pod nazivom analiza u vremenskom
domenu. Drugi pristup, zasnovan na spektralnoj funkciji gustine, poznat je pod nazivom
analiza u frekventnom domenu. Do sada smo se bavili analizom vremenske serije u
vremenskom domenu. Osnovnu ideju analize vremenske serije u frekventnom domenu
izla’emo u okviru ove glave. Nakon {to uvedemo klju~ne pojmove u vezi analize u
frekventnom domenu i damo kratak osvrt na Fourierovu analizu, defini{emo spektralnu
funkciju gustine. Razmatrajuli vezu izmeju spektralne funkcije gustine i
autokovarijacione funkcije ukaza}emo na ekvivalentnost dva domena analize vremenske
serije. Na kraju, pre nego {to uputimo ~itaoca na mogu}e primene analize vremenske
serije u frekventnom domenu, defini{emo periodogram i ocenjujemo spektralnu funkciju
gustine.

9.1 UVOD

Osnovni cilj analize vremenske serije u frekventnom domenu jeste utvr]ivanje
doprinosa razli~itih periodi~nih komponentni njenom ukupnom varijabilitetu. Prvobitno
su te komponente poistove}ene sa pravilnim, regularnim ciklusima {to }e re}, sa
ciklusima koji se na isti na~in i istim intenzitetom ponavljaju u jednakim vremenskim
intervalima. Ovo je dosta restriktivna pretpostavka, posebno u ekonomiji u kojoj se
poslovni ciklusi skoro nikada ne ponavljaju na isti na~in. Pre je pravilo nego izuzetak
da se dva poslovna ciklusa me]usobom razlikuju ili po vremenu trajanja pojedinih faza
(periodi ubrzanja, odnosno usporenja privrednog rasta) ili po intenzitetu pojedinih faza
(visine stopa privrednog rasta po fazama poslovnog ciklusa).

Kasnije se u analizi vremenskih serija periodi~na komponenta identifikovala sa
cikli~nim kretanjem koje se po pravilu ponavlja na sli~an, ali ne identi~an na~in. To
zna~i da na primer poslovni ciklusi ne traju ta~no 4 godine, nego im du'ina trajanja
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uzima vrednosti iz intervala od 3.5 do 4.5 godina. Ovakvom interpretacijom periodi~ne
komponente neformalno defini{femo tzv. iregularno cikli~no kretanje. Radi postupnosti
izlaganja prvo }emo usmeriti pa nju ka analizi regularnih ciklusa, a zatim }emo ovu
analizu pro{iriti u pravcu analize iregularnih ciklusa. Analizu regularnih ciklusa
zasnivamo na linijskom spektru, a analizu iregularnih ciklusa na spektru. Fourierova
analiza predstavlja sa metodolo{kog stanovi{ta osnovu analize vremenske serije u
frekventnom domenu u oba navedena slu~aja. Stoga }emo ukratko skicirati njene
osnovne rezultate u meri u kojoj je to potrebno za razumevanje osnovnih pojmova i
problema koji se javljaju u spektralnoj analizi vremenskih serija.

poslu“itemo se jednostavnim cikli~kim modelom. Pretpostavimo da vremenska serija
sadr’i periodi~nu komponentu sa poznatom periodom, odnosno da joj odgovara model:

X, =Acos(wt+6), t=0,£1,+2,..., (9.1)

gde se » naziva ugaona frekvencija ili kra}e frekvencija kosinusnih varijacija; A je
amplituda tih varijacija, a @ je njihova faza ili njihov fazni pomak. Uglovi u izrazu
(9.1) mere se u radijanima, pa predstavljaju neimenovane brojeve (podse}amo da je =
radijana =180°). Tako ugao wt u izrazu (9.1) predstavlja neimenovan broj, odakle
sledi da je frekvencija « izra'ena u radijanima po vremenskoj jedinici. Stavljaju}i
razli~ite vrednosti za ugaonu frekvenciju moemo posti}i da se, slikovito re~eno,
periodi~na funkcija "{iri" ili "skuplja" du™ vremenske ose. To zna~i da izborom manje
ili ve}e vrednosti frekvencije pove}avamo, odnosno smanjujemo veli~inu periode ciklusa
(vreme koje je potrebno da protekne da bi se kompletirao jedan ciklus). Kako se coswt
kao periodi~na funkcija ponavlja sa periodom ciklusa 27/, to zna~i da je broj ciklusa
po vremenskoj jedinici jednak w/2z. Ovu veli~inu neki autori tako]e nazivaju
frekvencijom. Period ciklusa 27/« iskazan je u jedinici vremena, pa se stoga naziva i
du'ina ciklusa. U primerima u okviru ove glave koristimo sve navedene definicije
frekvencija i perioda. Veli~inom koju smo nazvali faza merimo ugao u radijanima za
koji je posmatrana cikli~na komponenta pomerena du” horizontalne ose, a taj pomak u
broju vremenskih jedinica izra~unavamo na osnovu izraza: 6/ w.

X, .
Amplituda
41
f f f I f | } }
-8 2 0 B8 Voo o12) 1 B ¢
A4
Faza Period ciklusa
— f

Slika 9.1 Jednostavan cikli~ni model vremenske serije
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Na Slici 9.1 prikazan je model (9.1) sa oznakom klju~nih veli~ina, gde smo
llustracije radi stavili da je A=4, @ =2zk/n i 6=x/4. Na osnovu navedenih

vrednosti frekvencije i faze izra~unavamo da je perioda ciklusa jednaka 8, a faze 1
vremenska jedinica.

Prema poznatom trigonometrijskom rezultatu o vrednosti kosinusa zhira dva ugla
(cos(a = B)=cosacos fFsinasin ) model (9.1) alternativno izra’avamo preko

kosinusne i sinusne funkcije u obliku

X, =acoswt +bsinat, 9.2)

gde je a=Acos@ i b=-Asing. Do amplitude i faze u modelu (9.1) mo emo do}i
preko alternativnog oblika ovog modela (9.2), jer va'e relacije:

A’ =a’+Db® i §=arctan (gj (9.3)

Alternativno izra’avanje jednostavnog cikli~nog modela dato izrazom (9.2)
omogu}ava nam direktnu definiciju Fourierove reprezentacije vremenske serije, te
statisti~ku interpretaciju njegovih koeficijenata.

9.2 FOURIEROVA ANALIZA

Fourierova analiza bavi se problemom aproksimacije proizvoljne funkcije skupom
elementarnih funkcija. Jedan od skupova elementarnih funkcija uklju~uje sinusne i
kosinusne  funkcije, a drugi uklju~uje kompleksne eksponencijalne funkcije.
Pretpostavimo da su trigonometrijske funkcije sinusa i kosinusa: sm(%“j [ cos(%'“j,
definisane na kona~nom skupu od n ta~aka, tj. za t=1,2,...,n. Ugaonu frekvenciju o,
izrazili smo u obliku 2%, gde je k=0,1..,[n/2] i [n/2]=n/2, kada je n paran broj,
a [n/2]=(n-1)/2, kada je n neparan broj. Mo'e se pokazati' da skup elementarnih

funkcija
{sin (Z”Tktj cos(znTktj: k= 01{2}} : (9.4)

sadr’i ta~no n funkcija razli~itih od nule i da predstavlja skup ortogonalnih funkcija®.
Na osnovu poznate Eulerove formule koja povezuje trigonometrijske i eksponencijalne
funkcije:

e =cosw+isinm, (9.5)

' Videti na primer: Wei (1990, ss. 207-9).

2 Ako je u skupu elementarnih funkcija definisan skalarni proizvod, tada za dve funkcije iz ovog
skupa ka’emo da su ortogonalne ako je njihov skalarni proizvod jednak nuli.
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[12] —iw ei{u + e—ia)

sinw=-—— i cosw= > (9.6)

2i

gde je i=~/-1, moe se pokazati da isto va'i i za skup elementarnih funkcija

o= o]

Kori{}enjem osobine ortogonalnosti skupa elementarnih funkcija (9.4) moe se pokazati
da funkcije iz tog skupa ispunjavaju uslov:

e . k=j=0 ili[n/2]
Zcosﬂcosﬂ= n/2, k=j=0ili[n/2] 9.8)
" 0, K |

0, k=j=0,ili[n/2]

zsmsztsinz’”t= ni2, k=j=0ili[n/2] 9.9)
i 0, K |
zsmsztcosﬂ_o, za k j=01..[n/2]. (9.10)

n

Sli~no se i za skup elementarnih funkcija (9.7) mo'e pokazati da funkcije tog skupa
ispunjavaju uslov:
O i2akt/n n, k=0
De = : (9.11)
- 0, k=0

Pri radu sa prekidnim vremenskim serijama raspola’emo kona~nim brojem
opservacija, pa opservacije X, X,,..., X, posmatramo kao ta~ku u n-dimenzionom

prostoru. Iz linearne algebre je poznato da se moe konstruisati skup vektora, baza
dimenzionog vektorskog prostora, na osnovu kog se svaki vektor iz tog prostora mo'e
predstaviti linearnom kombinacijom baznih vektora. Ma koji skup od n ortogonalnih
vektora formira bazu vektorskog prostora, pa u skladu sa tim svaku od n opservacija
vremenske serije  mo'emo predstaviti kao linearnu  kombinaciju ortogonalnih
trigonometrijskih funkcija iz skupa elementarnih funkcija (9.4) u obliku

[n/2]
X, = Z{ak COS(Z”Tkt}Lbksin(Z”Tktﬂ, t=12,..,n. (9.12)

k=0

Jedna~ina (9.12) predstavlja Fourierovu reprezentaciju niza X,. Koeficijenti a, i b, u
izrazu (9.12) nazivaju se Fourierovi koeficijenti. Do vrednosti ovih koeficijenata
mo emo do}i kori{}enjem uslova (9.8)-(9.10) koje ispunjavaju funkcije iz skupa
elementarnih funkcija (9.4). U tom cilju prvo }emo pomno’iti jedna~inu (9.12) sa
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sin(Z”Tk‘] [ cos[Z”Tk‘] respektivno, a zatim sumirati dobijeni izraz po indeksu t. Tako
dobijamo Fourierove koeficijente:

—ZX co s(zgkt], k=0, ik=%, ako je n paran broj,
n

t=1

—ZX cos(zgktj k:1,2,...,{n—_1},
n 2

t=1

ZX (Zﬂktj k=12 {n—l]
2
Frekvenciju 2zk/n ozna~avamo sa o, i nazivamo Fourierova frekvencija. Na osnovu

skupa elementarnih funkcija (9.7) alternativno iskazujemo Fourierovu reprezentaciju
serije X, u obliku

(9.13)

Y
Il

(n=1)/2 _
e, ako je n neparno
k=—(n-1)/2
X, = T : (9.14)
> ce™, akojen parmo
k=—n/2+1

gde su Fourierovi koeficijenti c, dati izrazom:

= —z X. e, (9.15)
N'=
Izme|u koeficijenata (a,, b,) s jedne i c, s druge strane, mo'e se uspostaviti relacija:
1 n
Co=a,==2 X,
N
¢ = &b (9.16)
2
_a —ib,
_k 2

Primer 9.1 Za dati nizz X,=3, X,=2, X,=1 i Xia =X t=12.3,
j=+1,+2,43,... odrediti Fourierovu reprezentaciju.

O~igledno je iz definicije niza i sa Slike 9.2 da je re~ 0 nizu ~ija je
perioda ciklusa jednaka n=3. Kako je n neparan broj to je [n/2]=1,
pa je Fourierova reprezentacija niza na osnovu izraza (9.12)

X, :a0+a1cos(2;ﬂj+bls n(zgtj

Prema izrazu (9.13) dolazimo do vrednosti Fourierovih koeficijenata:
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Iy x =x=1@+24n=2
n 3
a = 2 3cos(2ﬂj+2003(47rj+1cos(6ﬁ) =-1
3 3 3 3
blzg 3sin(2—ﬂj+25in(4 j+1sm(6”j =0.57735.
3 3 3 3

Prema tome periodi~ni niz  na osnovu Fourierove reprezentacije (izraz
(9.12)) pi{emo u obliku

X, =2- cos(z3 j+0577353m(2;ﬂj t=12...

Xf A

A

] 3 & g Tt
Slika 9.2 Periodi~ni niz iz Primera 9.1

Na osnovu drugog skupa elementarnih funkcija (9.7) dobijamo izraz za
Fourierovu reprezentaciju periodi~nog niza u obliku

X, =c e rc, +ce®? t=12,...

Do koeficijenata c, dolazimo na osnovu izraza (9.15) ili na osnovu veze
koeficijenata c, i (a,, b) prema izrazu (9.16):

Co=a, = 2
C,= %(3ei27z/3 4 gl4n!3 +1e|67r/3) ( 140. 57735I)
Cl:%(3e—i27r/3+2e—i47!/3+1e—I67r/3) 2 (-1-0.57735i)

Prema tome periodi~ni niz X, na osnovu Fourierove reprezentacije (izraz
(9.14)) pi{emo u obliku

X, = 1(—1+ 0.57735i)e"*"/3 4 2+1(—1—o.57735i)e‘2’"’3, t=12,...
b2 2
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Mo'e se pokazati da izme]u izra~unatih koeficijenata (a.,b,) i c,
postoji relacija uspostavljena izrazom (9.16). u

Uka'imo na vezu koeficijenata Fourierove reprezentacije i ocene jednostavnog
cikli~nog modela (9.2). U tom cilju jednostavan cikli~ni model pi{femo u formi
regresionog modela:

X, =pu+acosat+bsinmt+¢, (9.17)

uz uobi~ajene pretpostavke koje se ti~u osobina gre{ke modela. Do ocena koeficijenata
ovog modela dolazimo kori{}enjem metoda obi~nih najmanjih kvadrata. Ograni~i}emo
se na slu~aj kada frekvencija @ uzima jednu od vrednosti e, tj. proizvoljnu k—tu

Fourierovu frekvenciju. Tada na osnovu uslova (9.8)-(9.10), matrica (X'X) postaje

dijagonalna, u poznatom izrazu B =(X'X)'X'y, za ocenu Koeficijenata modela (9.17)
po metodu najmanjih kvadrata, gde je

R X, 1 cosw, sing,
H .

S A X Cos2m, Sin2m,

B=la| y=| 2|, X=|_ . T (9.18)
b X, 1 cosnw, sinne,

Na taj na~in se u krajnjem ishodu pojednostavljuju izrazi za ocenu koeficijenata modela
(9.17), koje nakon sre]ivanja za k=0 i k=n/2 pi{emo u obliku:

/3=£ZX1=>Z’ é:gZXtcoswkt, Bngthinwkt, (9.19)
n L re)

t=1 t=1

aza k=0 ili k=n/2, uzimaju}i u obzir vrednost sinusa i kosinusa, u obliku:
f=X, a=1Y X (1) (9.20)
n

Obratimo pa'nju na ova dva specijalna slu~aja. Prvi slu~aj, za k=0 dobijamo
Fourierove koeficijente a, =2 i b, =0, jer je cosm,t =1 i sinw,t =0. Drugi slu~aj, za
k=n/2, dobijamo Fourierove koeficijente a,,=4a i b,,=0, jer je cosw,,t=(-1)" i
sinw,,,t =0. U svim ostalim slu~ajevima, za k=1,2,...,(n—1)/2, moe se uo~iti da su
ocene obi~nih najmanjih kvadrata (9.19) jednostavnog cikli~nog modela na jednoj,

proizvoljno izabranoj Fourierovoj frekvenciji, jednake Fourierovim koeficijentima datih
izrazom (9.13).

Realnija pretpostavka jeste da posmatrani fenomen zavisi ne samo od komponente na
jednoj frekvenciji, kao {to je pretpostavljeno jednostavnim cikli~nim modelom, nego da
zavisi od ve}eg broja komponenata na razli~itim frekvencijama. Zna~i da bi sli~no
jednostavnom, op{ti cikli~ni model mogli pisati u obliku:
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[n/2]

X, =Y Acos(aot+6,), (9.21)
k=0
odnosno u obliku:
[n/2]
X, =Y (3 cosat+h sinat). (9.22)
k=0

Kao kod jednostavnog cikli~nog modela izmeju koeficijenata ove dve forme op{teg
cikli-nog modela va'e relacije: A’=a’+b? i 6 =arctan(b, /a,). Tako]e se sli~no
vezi koja je uspostavljena izme|u Fourierovih koeficijenata na odre|enoj frekvenciji i
ocene Kkoeficijenata regresione forme jednostavnog cikli~nog modela (9.17), mo'e
uspostaviti relacija izmeJu Fourierovih koeficijenata i ocene op{teg cikli~nog modela
datog u formi regresionog modela. Uop{tavaju}i rezultate kod jednostavnog cikli~nog
modela ka'emo da je k —ti Fourierov koeficijent jednak odgovaraju}oj regresionoj oceni
koeficijenta op{teg cikli~nog modela datog u formi regresionog modela na toj
frekvenciji.

Primer 9.2 Za dati niz. X, =4, X,=3, X,=2, X,=11 X, =X, t=1234,
odrediti Fourierovu reprezentaciju.

O~igledno je iz definicije niza da je re~ o nizu ~ija je perioda ciklusa
jednaka n=4. Kako je n paran broj to je [n/2]=2, pa se mo'e
proveriti da se dobijaju slede}e vrednosti Fourierovih koeficijenata

z2a w,=0: a,=2.5,

V4 4
Za a)1:EZ a1:—1, bl:g’

za w,=n. a,=-05, b,=0.
Fourierova reprezentacija niza na osnovu izraza (9.12) glasi:

X, =25- cos(ﬂj —0.5cos(t) +£sin (ﬂj .
2 3 2

Koeficijenti u alternativnoj formi Fourierove reprezentacije glase:

1 4. 1 4. 1
c,=—(1+-1), ¢c,=25, ¢,=(-1-=1), ¢, =——.
1 =52, G 15 (F1=30), 6 ==
Na osnovu ovih izra~unatih koeficijenata napisati alternativnu formu
Fourierove reprezentacije datog niza. u

Najmanja pozitivhna vrednost od n za koju va'i Fourierova reprezentacija nazivamo
fundamentalni  period, a vrednost odgovaraju}e frekvencije 2z/n  nazivamo
fundamentalna frekvencija. Za k=+1 i k=-1 ~lanovi u Fourierovoj reprezentaciji
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imaju isti fundamentalni period jednak n i istu fundamentalnu frekvenciju, a oba ~lana
nazivamo prve harmonijske komponente. U op{tem slu~aju ~lanovi za k=+j 1 k=—]j
imaju frekvenciju j(2z/n) 1 nazivamo ih j—te harmonijske komponente. Zna~i da
svaki ~lan u Fourierovoj reprezentaciji ima frekvenciju koja predstavlja multiplikovanu
vrednost iste fundamentalne frekvencije 2z/n, pa su ~lanovi Fourierove reprezentacije
meJusobom harmonijski povezani.

Uka'imo na jo{ jedan rezultat vezan za Fourierovu reprezentaciju prekidne periodi~ne
funkcije. Ovim rezultatom pribli‘ili smo se na jedan korak do osnovnog cilja analize
vremenske serije u frekventnom domenu - razlaganju varijanse serije koja ukazuje na
doprinose komponenti na razli~itim frekvencijama ukupnoj varijansi. Ako u izrazu
(9.12) uzmemo u obzir da je a, = X, tada Fourierovu reprezentaciju pi{emo u obliku

/2]
X, =X =) (acosat+hsinmt). (9.23)
k=1

Vrednost Fourierovih koeficijenata u izrazu (9.23) (u kome umesto originalnih
opservacija figuri{u odstupanja od sredine serije) jednaka je vrednosti koeficijenata datih
izrazom (9.13) osim za k=0. Ako izraz (9.23) pomno’imo sa X,—X, a zatim

sumiramo po indeksu t=1 do n, kori{}enjem izraza (9.13) dobi}emo:

n

Zn:(xt -X)=> {akZ(Xt —)?)coswkt+bkzn:(xt —)?)sina)kt}

t=1 t=1

n [(nD/2]

5 D (af +by), ako je n neparno
_ = . (9.24)
q (00721 _
5 > (ai+bi)+na’,, akojen parno
k=1

Prema izrazu (9.24) ukupna suma varijacija vremenske serije razla’e se na komponente
(@2 +b?)n/2 koje su pridru“ene svakoj Fourierovoj frekvenciji e,. One mere doprinos

te frekvencije ukupnom varijabilitetu vremenske serije. Ovaj rezultat je poznat pod
nazivom Parsevalova relacija za Fourierovu reprezentaciju. Kako je u pitanju periodi~an
niz to je na celom vremenskom horizontu t=0,+1,+2,... ukupan varijabilitet
beskona~an. Stoga posmatramo iznos varijabiliteta po jedinici vremena, odnosno delimo
levu i desnu stranu izraza (9.24) sa n. Time iskazujemo doprinos svake frekvencije iz
prebrojivog skupa Fourierovih frekvencija ukupnoj varijansi vremenske serije. Grafi~ki
prikaz ove veli~ine u funkciji od frekvencije nazivamo linijski spektar. Na osnovu veze
koeficijenata (a,,b,) 1 ¢, u dve alternativne forme Fourierove reprezentacije (izraz

(9.16)) mo’e se napisati alternativan izraz izrazu (9.24) za razlaganje varijabiliteta serije.

Neki autori, uglavnom iz tehni~kih nauka, za nijansu druga~ije defini{u linijski
spektar. Oni polaze od izraza (9.12), pa njega mno'e sa X,, a zatim sumiraju po
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indeksu t=1 do n. Veli~inu Z;Xf nazivaju energijom periodi~nog niza, a nakon

njegove deobe sa n, dobijeni izraz nazivaju snagom periodi~nog niza. Ekonomistima je
razumljivije kori{}enja izraza (9.24) jer se govori u terminima razlaganja varijabiliteta,
odnosno varijanse serije, a u su{tini razlika se javlja samo u tretmanu frekvencije «,.

Dolaze}i do izraza (9.24) oduzeli smo sredinu serije od svake opservacije, ~ime smo
eliminisali doprinos frekvencije @,. U pristupu drugih autora taj doprinos frekvencije

w, energiji periodi~nog niza jednak je naZ, a doprinos snazi periodi~nog niza iznosi
a.
Primer 9.3 Na osnovu podataka iz Primera 9.2 izra~unati linijski spektar datog niza.

U Primeru 9.2 izra~unali smo Fourierove koeficijente, pa prema izrazu
(9.24) mo'emo odrediti doprinos svake frekvencije ukupnoj varijansi
datog niza:

za k=0, doprinos frekvencije @, =0 jednak je ai =2.5° =6.25,
za k =1, doprinos frekvencije =% jednak je %(al2 +b?) =1.3889,

za k=2, doprinos frekvencije @, =7 jednak je a’ =(-0.5)*=0.25.

Grafi~ki prikaz doprinosa pojedinih frekvencija ukupnoj varijansi dat je
na Slici 9.3.

Snaga
Pt
nizm

Wy Wy L Frekvenciia

Slika 9.3 Linijski spektar niza iz Primera 9.2

Prema tome najve}i doprinos varijansi periodi~nog niza daje frekvencija

@, =0, zatim o, =2 a naposletku frekvencija ®,=T. |
2

Do sada smo se bavili frekventnom analizom periodi~nog niza, odnosno vremenska
serija je bila iskazana na osnovu pravilnih cikli~nih varijacija. Fourierova reprezentacija
neperiodi~ne prekidne vremenske serije dobija se na osnovu Fourierove reprezentacije
periodi~nog niza kada pustimo da period ciklusa n— oo, odnosno vrednost prira{taja
frekvencije Aw=27/n—0. Drugim re~ima re~eno, ovaj uslov zna~i da se smanjuje
razmak izme|u uzastopnih Fourierovih frekvencija. Tako dobijamo
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X, = j f(w)e“'dw, t=0,+1+2,... (9.25)

-

f(w):zif; Xe™ | —r<w<r, (9.26)
t=—0

po{to je f(w)e™ periodi~na funkcija frekvencija sa periodom ciklusa 27, za interval
integracije se mo'e uzeti ma koji interval te duine. Funkcija f(w) u izrazu (9.26)
naziva se Fourierova transformacija prekidne vremenske serije X,, a X, dobijeno
prema izrazu (9.25) naziva se inverzna Fourierova transformacija od f(w). Ova dva
izraza zajedno ~ine par Fourierovih transformacija.

Da bi ukazali na interpretaciju para Fourierovih transformacija mo emo povu}i
paralelu izme|u Fourierove reprezentacije periodi~ne prekidne vremenske serije date
izrazom (9.14) i Fourierove reprezentacije neperiodi~ne prekidne vremenske serije date
izrazom (9.25). Sli~no se mogu posmatrati koeficijenti c, dati izrazom (9.14) i funkcija
f (w) data izrazom (9.26). Inverzna Fourierova transformacija sugeri{e da se X, mo'e
posmatrati  kao linearna  kombinacija  kompleksnih  trigonometrijskih  funkcija
infinitezimalno bliskih u frekvenciji sa amplitudom |f (w)|dw. Zato se veli~ina |f ()|
naziva spektar, a njenim osobinama bavi}emo se u narednom poglavlju.

Do sada smo za vremensku seriju pretpostavljali da je kona~ne duine. Par
Fourierovih transformacija datih izrazima (9.25) i (9.26) ostaje i dalje validan ako je
neperiodi~na prekidna vremenska serija beskona~ne du'ine. U tom slu~aju name}e se
uslov na niz X, da bi suma u izrazu (9.26) konvergirala. Taj uslov glasi

S |X <o, (9.27)
t=—o0

odnosno slabiji uslov zahteva da
3 XZ <o, 9.28)
t=—

pri ~emu uslov (9.27) implicira uslov (9.28), ali ne va'i obratno.

Na kraju uka'imo na va'nu razliku osobine periodi~nog i neperiodi~nog niza pri
analizi u frekventnom domenu. Frekvencije kod periodi~ne vremenske serije formiraju
kona~an prebrojiv skup, a varijacije na celom vremenskom horizontu su beskona-~ne.
Stoga osobine ove vremenske serije izu~avamo preko spektra na kona~nom skupu
harmonijski povezanih frekvencija.

Taj spektar smo nazvali linijski spektar. Za razliku od periodi~ne vremenske serije
kod neperiodi~ne imamo beskona~an skup frekvencija. Stoga nam kod ove serije uslov
(9.27) obezbe|uje da na beskona~nom vremenskom horizontu imamo kona~an
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varijabilitet. Zato kod neperiodi~ne vremenske serije njene osobine izu~avamo preko
spektra na beskona~nom skupu frekvencija.

9.3 SPEKTRALNA TEORIJA STACIONARNIH PROCESA

9.3.1 Spektar i njegove osobine

Kod jednostavnog cikli~nog modela koeficijenti a i b su fiksni parametri, a ugaona
frekvencija uzima odre|enu vrednost iz intervala od 0 do . Ovaj model o~igledno nije
stacionaran pofto je E(X,) funkcija vremena. Me|utim, da bismo primenili teoriju
stohasti~kih procesa kod ovog modela zameni}emo koeficijente modela dvema slu~ajnim
promenljivama U i V koje su meJu sobom nekorelirane i imaju sredinu jednaku nuli,
a varijansa im je jednaka o®. Mo’e pokazati® da je kod jednostavnog cikli~nog modela
sa ovako interpretiranim koeficijentima: E(X,)=0, Var(X,)=c" i y, =o’coswk, za
k=12,... Na{ prvobitno nestacionaran model sa druga~ije interpretiranim
koeficijentima sada postaje stacionaran, ali i dalje zadr'ava svoju deterministi~ku
prirodu. Naime, mada su U i V slu~ajne promenljive one su fiksne kod konkretne
realizacije, pa je potrebno imati samo dve opservacije da bi se egzaktno odredilo u i
v, a zatim ostale opservacije serije mo emo prognozirati bez gre{ke.

Kao i u prethodnom poglavlju mo emo jednostavni cikli~ni model uopftiti,
posmatraju}i vremensku seriju u zavisnosti ne samo od jedne, nego od vi{e frekvencija
uz druga~iju interpretaciju koeficijenata. Iste pretpostavke koje smo uveli za slu~ajne
promenljive U i V uvodimo i za U, i V,, pa na osnovu njih mo’emo izra~unati

varijansu, odnosno autokovarijansu opf{teg cikli~nog modela ~ije smo koeficijente a, i
b, zamenili slu~ajnim promenljivama U, i V,. Mo"e se postaviti pitanje za{to uklju~iti
samo kona~an Dbroj frekvencija u op{ti cikli~-ni model. Da bismo omogu}ili
beskona~nom broju trigonometrijskin ~lanova da budu uklju~eni u model, odnosno
posmatraju}i beskona~an broj frekvencija iz intervala od 0 do =, pusti}emo da broj

~lanova u op{tem modelu raste u beskona~nost, a znak za sumiranje zameni}emo
integralom. Prekidne slu~ajne promenljive U, i V, zameni}emo neprekidnim funkcijama

U(w) i V(w), a dobijenu spektralnu reprezentaciju procesa X, pi{emo u obliku
X, = [U(@)cosatdo+ [V (w)sinotdo. (9.29)
0 0

Funkcije U(w) i V(w) su stohasti~ke prirode sa osobinama sli~nim osobinama
svojih diskretnih analogona U, i V,. U izrazu (9.29) figuri{u dakle stohasti~ki integrali

~iji matemati~ki tretman prevazilazi okvire ovoga ud benika. Bitno je me|utim ista}i da
kori{}enjem spektralne reprezentacije procesa mo emo pokazati da svaka frekvencija iz

¥ Videti na primer: Jenkins i Watts (Vots) (1968, s. 223).
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intervala od 0 do = daje doprinos varijansi procesa. Na osnovu teoreme Wienera
(Viner) i Hin~ina* umesto funkcija U(w) i V(@) uvodimo novu funkciju na osnovu
koje dajemo spektralnu reprezentaciju autokovarijacione funkcije. Pokazano je za ma
koji stacionarni proces X, da je autokovarijaciona funkcija data izrazom®:

7= | f@)cosokdo, k=0,+1%2,..., (9.30)

-

odakle za k =0 dobijamo

Yo = ]5 f(w)dw. (9.31)

Izrazom (9.31) direktno se sugeri{fe da funkcija f(w) koju nazivamo spektar,

omogu}ava razlaganje varijanse serije na cikli~ne komponente. Neki autori (na primer
Anderson (1971)) nazivaju spektrom i funkciju 2f(w), jer je f(w) parna funkcija, pa

se mo'e umesto na intervalu od -z do ~ posmatrati na intervalu od 0 do ~. Do
spektra mo emo do}i na osnovu poznatih autokovarijansi izra'avaju}i f(w) iz izraza

(9.30). Tako dobijamo da je spektar
f (o) =i{}/0 +23, cos a)k} . 932)
2z k=1

Do ovog izraza kojim je iskazana veza izme|u spektra i autokovarijacione funkcije,
moglo se do}i direktno polaze}i od Fourierove transformacije. Za stacionarni proces X,
sa autokovarijacionom funkcijom koja ispunjava uslov (9.27) Fourierova transformacija
niza autokovarijansi y, postoji i glasi

0

f (o) =2i S e 9.33)

k=—o0

Ako se uzme u obzir veza trigonometrijskih i eksponencijalnih funkcija (izrazi (9.5) i
(9.6)), zatim da je autokovarijaciona funkcija parna funkcija, te da je sin0=0,
sinw(—k) =-sinwk i cosw(—k)=coswk, posle par koraka spektar mo emo pisati kao
{to je to dato izrazom (9.30). Do izraza (9.30) moglo se do}i i kori{}enjem inverzne
Fourierove transformacije funkcije spektra:

7= | H(@)e* do. (9.34)

-7

Navedimo osobine funkcije f(w):

* Videti na primer: Bartlett (1966).
* Videti na primer: Anderson (Anderson) (1971, ss. 415-416).
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f (w) Je neprekidna i realna nenegativna funkcija. Stoga je nazivamo spektar
autokovarijacionog niza y, ili odgovaraju}eg stacionarnog procesa X, .

2. Kako je f(w)=f(w+2x), spektar je periodi~na funkcija sa periodom
jednakom 2r .

3. Ona je simetri~na parna funkcija, jer je f(w)= f(-w), pa se zato grafi~ki
prikazuje samo za vrednosti frekvencija iz intervala od 0 do oo.

4. Na osnovu (9.31) za k=0 direktno sledi Var(Xt):yO:I””f(m)da). Ovo
opravdava ranije re~eno o analizi spektra kao postupku razlaganja varijanse
procesa. Veli~ina f(w)dw o0zna~ava doprinos varijansi procesa one
komponente procesa ~ija je frekvencija u intervalu (o, w+dw). Ispup~enje,
odnosno vrh na spektru ukazuje na va'an doprinos Vvarijansi procesa
komponenti iz odgovaraju}eg intervala frekvencija.

5. lzrazima (9.33) i (9.34) uspostavljena je jednozna~na veza izme|u spektra i
autokovarijacione  funkcije. Te jedna~ine formiraju par Fourierovih
transformacija. To zna~i da je pristup analizi vremenskih serija u vremenskom
I frekventnom domenu teorijski ekvivalentan. Mejutim, u nekim slu~ajevima
u zavisnosti od cilja analize koristimo jedan od ova dva pristupa Kkoji je
primereniji postavljenom cilju.

9.3.2 Spektralna funkcija rasporeda

Pretpostavka postojanja spektralne reprezentacije autokovarijacione funkcije iskazana
je uslovom (9.27). Op{tiji pristup definisanju spektralne reprezentacije autokovarijacione
funkcije zasnovan je na jednakosti

Vi = Te“”de(w), (9.35)

gde funkciju F(w) nazivamo spektralna funkcija rasporeda. Spektralna funkcija

rasporeda je nenegativna i neopadaju}a funkcija. Kada se ograni~imo samo na realne
procese, odnosno na interval frekvencija (0,7), tada je F(w)=0 za w<O0 I

F(r)=Var(X,). Ipak, spektralna funkcija rasporeda nije u potpunosti identi~na
statisti~kim funkcijama rasporeda jer za nju ne va'i normiraju}i uslov. Ovde dobijamo

da je J:” dF (@) =y, , {to je u op{tem slu~aju razli~ito od jedinice.

Ukoliko proces sadr’i trigonometrijsku deterministi~ku komponentu, kao {to je to
slu~aj sa op{tim cikli~nim modelom (9.21), tada uz pretpostavku da su fazni pomaci 6,

nezavisne uniformno raspore|ene slu~ajne promenljive na intervalu [-r,z], spektralna
funkcija rasporeda bi}e neopadaju}a stepena funkcija. Ona }e imati skokove u ta~kama
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prekida e, , sa priraftajem koji je jednak AZ/4, na frekvencijama razli~itim od nulte, a
na nultoj frekvenciji prira{taj funkcije bi}e jednak AZ?/2.

U op{tem slu~aju spektralna funkcija rasporeda mo'e se razlo'iti na tri funkcije
prema slede}em izrazu:

F(w)=F (o) +F,(0)+F(®), (9.36)

gde je F,(w) neopadaju}a neprekidna funkcija, F,(w) je neopadaju}a stepena funkcija,
a F,(w) je "singularna" funkcija i ona se u primenama naj~e{}e izostavlja. Stoga kada

govorimo o ovom razlaganju uzimamo u obzir samo prve dve funkcije. Ovo razlaganje
spektralne funkcije rasporeda u bliskoj je vezi sa poznatom Woldovom teoremom o
razlaganju stacionarnog procesa. Da podsetimo, prema Woldovoj teoremi svaki
stohasti~ki proces koji je stacionaran u {irem smislu mo'e se razlo'iti na dve
komponente. Prva je potpuno slu~ajna, a druga je potpuno deterministi~ka komponenta.
U kontekstu spektralne analize prva komponenta u Woldovom razlaganju ima spektralnu
funkciju rasporeda F,(w) (apsolutno neprekidna spektralna funkcija rasporeda), a druga

komponenta spektralnu funkciju rasporeda F,(w) (Stepena spektralna funkcija
rasporeda).

Normiranu formu spektralne funkcije rasporeda dobijamo deobom spektralne funkcije
rasporeda F(w) varijansom procesa y,, tj. F'(w)=F(w)/y,. Ona ukazuje na
proporciju varijanse koja se pridru uje frekvencijama iz intervala [-z,@]. Ovako
definisana funkcija sli~na je po svojim osobinama svakoj funkciji rasporeda.

9.3.3 Spektralna funkcija gustine

Prvi izvod spektralne funkcije rasporeda nazivamo spektralna funkcija gustine ili
kratko spektar, u oznaci f(w)=dF(w)/dw. Njenu definiciju kao Fourierovu
transformaciju autokovarijacione funkcije izlo'ili smo u Odeljku 9.3.1, gde su tako]e

navedene i njene osobine. Normirani oblik spektralne funkcije gustine glasi:
f(w) dF (o)
7o do

f (@) = (9.37)

Za normiranu spektralnu funkciju gustine ka'emo da ima sve osobine funkcije
gustine verovatno}e slu~ajne promenljive. Ona ukazuje na proporciju varijanse procesa
koja se pridru uje frekvencijama iz intervala (o, @ +dw). Mo e se uspostaviti veza

izme]u normirane spektralne funkcije gustine i autokorelacione funkcije. Ka'emo da je
normirana spektralna funkcija gustine f”(w) Fourierova transformacija autokorelacione
funkcije p, . Analogno vezi spektra i autokovarijacione funkcije date izrazom (9.32)

pi{emo
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f ()= o {1+ 22 £, C0S a)k} (9.38)

k=1

9.3.4 Spektar teorijskih procesa

Do spektra stacionarnih stohasti~kih procesa koje smo analizirali u 4. Glavi mo emo
do}i na osnovu izraza (9.32) ili (9.33) koji uspostavljaju vezu izme|u spektra i
autokovarijacione funkcije. MeJutim, kod ve}ine teorijskih procesa mo emo kra}im
putem do}i do spektra tako {to }emo uspostaviti vezu izme|u spektralne funkcije
gustine (date izrazom (9.33)) i funkcije generatrise autokovarijansi (date izrazom (4.26)).
Jednostavnim pore]enjem izraza (4.26) i (9.33) dolazimo do traene relacije:

f(w)=%y(ei”). (9.39)

Za linearni proces (izraz (4.19)) funkcija generatrisa autokovarijansi data je izrazom
(4.27). Kori{}enjem tog izraza mo emo napisati ~emu je jednaka funkcija generatrisa
autokovarijansi stacionarnog i invertibilnog ARMA(p,q) procesa: @,(B)X, =6,(B)s,.

Prethodno ARMA proces pi{emo u MA formi: X, =w(B)s, gQde je
w(B)=6,(B)/¢,(B). Sada je funkcija generatrisa autokovarijansi op{teg ARMA(p,q)
procesa:

6,(B)6,(B™)
4,(B)¢,(B™)’
a preko nje i izraza (9.39) spektralnu funkciju gustine ARMA(p,q) procesa pi{emo u
obliku:

7(B) = o’ (9.40)

(@)= o 0,e7)0, () |9 )
27 g, (e7)4, (") 2n\¢ ™)

Kako je ARMA proces invertibilan to postoji inverzna funkcija spektralne funkcije
gustine koja glasi:

(9.41)

4,
6, (e)|

F ()= 2% 3, (e )4, (e”) 2z

- — — = (9.42)
o 0,e)0,E") o

O~igledno je da je izrazom (9.42) data spektralna funkcija gustine ARMAC(q, p)
procesa. Primenom inverzne Fourierove transformacije na funkciju f () dobi}emo:

= j f(w)e do, (9.43)
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{to predstavlja inverznu autokovarijacionu funkciju. Deobom izraza (9.43) sa »!" dobija

se dobro poznata inverzna autokorelaciona funkcija koju smo koristili kao sredstvo za
identifikaciju reda ARMA procesa.

Odredimo spektralnu funkciju gustine za karakteristi~ne stohasti~ke procese iz 4.
Glave kori{}enjem izraza za spektralnu funkciju gustine op{teg ARMA procesa kao i
veze spektra i autokovarijacione funkcije.

3)

Proces belog {uma. Autokovarijaciona funkcija y, procesa belog {uma

jednaka je o, za k=0, a 0 ina~e. Spektralnu funkciju gustine ra~unamo
na osnovu izraza (9.32) i ona glasi
2

f(0)=—, -7<0<x. (9.44)
2

Zna~i da je spektar konstantan u intervalu [-7z, 7], pa sve frekvencije daju
podjednak doprinos varijansi procesa belog {uma.

AR(1) procesi. Autokovarijaciona funkcija ovih procesa data je izrazom
7. =8y, k=0,#1,+2,.... Kori{}enjem izraza (9.33) mo emo odrediti
spektralnu funkciju gustine:

f () :ﬁ(l_l_ i(élke_m +i¢lkeiwkj
2 — i
—iwk ok
—Lo\g, B8 ot ne_ o (9.45)
271- 1_(1519 il 1_¢lela)

odakle kori{}enjem veze trigonometrijske i eksponencijalne funkcije kao i
rezultata prema kome je o® =y, /(1-4?), dobijamo:

o’ 1
27 (L+ 47 - 24, cos )

f(0) = (9.46)

Na Slici 9.4 prikazana je spektralna funkcija AR(1) procesa za pozitivnu,
odnosno negativnu vrednost koeficijenta procesa. Kada je ¢ >0 spektrom

dominiraju komponente na ni'im frekvencijama, dok za ¢ <0 spektrom
dominiraju komponente na vi{im frekvencijama.

Autoregresioni procesi vi{eg reda. Spektar AR(2) procesa je

o’ 1
27 L+ B + 2 —2¢,(1— $,) COS 0 — 24, COS 20)

f () (9.47)

Ukoliko su koreni karakteristi~ne jedna~ine ovoga procesa kompleksni
konstatovano je da autokorelaciona funkcija pokazuje tendenciju ka
prigu{enom cikli~nom kretanju. Ova pojava cikli~nog pona{anja vremenske
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serije mo’e se bolje izu~iti u frekventnom domenu. Ukoliko spektar AR(2)
procesa sadr'i vrh odgovaraju}a vrednost frekvencije mo'e se odrediti
izjedna~avanjem izvoda spektra (9.47) sa nulom. Dobijamo

@ =arccos {— M} : (9.48)

2

na osnovu koga se mo e odrediti perioda ciklusa ove komponente. AR
proces vi{eg reda mo e sadr avati spektar sa nekoliko vrhova ili dolja.

f (o) a, (o)
Gl (@ 9 =0 g’ (b) ¢ <0
2r{l-9,) 2% (1+9,)
o? Tt
2n(1+0) - I 2z(1-2) :
0 oW 1] T

Slika 9.4 Spektar AR(1) procesa

d)  MA(1) procesi. Funkcija generatrisa autokovarijansi ovih procesa jednaka
je y(B)=c’(1-6B)1-6B™"). Na osnovu ove funkcije, a prema izrazu
(9.41) spektralna funkcija gustine ovih procesa je

2

f ()= ‘2’—”(1—9@-‘“))(1—91@“)

2

= g—ﬁ(l—zel cosw+6?). (9.49)

Na Slici 9.5 prikazan je spektar MA(1) procesa za pozitivne i negativne
vrednosti koeficijenta 6,. Kada je 6, >0 spektrom dominiraju komponente

na vi{im frekvencijama, daju}i tzv. visokofrekventni spektar, a ako je
6, <0 spektrom dominiraju komponente na ni'im frekvencijama, daju}i

tzv. niskofrekventni spektar.
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f(m) a f o)
n-:l:‘|+'31}"_._ (@) & =0 al{1-0,) (k) U:"‘U
2n 2%
ai(1-6,)" g2(1+0,)°
2= — 2x 2
0 T 0 i @

Slika 9.5 Spektar MA(1) procesa

e)  Zbir dva nezavisna procesa. Ukoliko na osnovu dva stacionarna procesa
formiramo tre}i, kao njihov zbir, tada }e spektar zbira ova dva nezavisna
procesa biti jednak zbiru dva nezavisna spektra.

f)  Sezonski ARMA procesi. Kao prvi primer spektra sezonskog ARMA
procesa odredimo spektralnu funkciju gustine stacionarnog sezonskog
AR(1), procesa sa periodom ciklusa jednakom 12. Funkcija generatrisa

autokovarijansi glasi
1

2
O
B)=— : 9.50
8= o0, (950
a na osnovu nje spektar je prema izrazu (9.41):
2
1
flw)=2— . :
(a)) 272' (1_®1e—|12m)(1_q)le|12m)
2
o L (9.51)

T 27120, cos(12w) + D

Za pozitivnu vrednost koeficijenta procesa spektar }e imati vrhove na
nultoj frekvenciji, a tako]e na harmonijskim frekvencijama 2zk/12 za
k=12,34,5¢6, a dolje na frekvencijama ~(2k-1)/12 za
k=12,3,4,56.

Kao drugi primer sezonskog procesa navodimo multiplikativni sezonski

ARMA proces sa nesezonskom i sezonskom AR komponentom. Njegov

spektar dobijamo kombinacijom izraza (9.46) i (9.51):
2

f(a))=o-— > 1 Y

27 (1-2¢, cos o+ ¢ ) (1- 20, cos(120) + @5 )

(9.52)
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Analizu nestacionarnih procesa u frekventnom domenu ilustrova}emo kori{}enjem
izra~unatog spektra AR(1) procesa. Ako u AR(1) procesu pustimo da ¢ —1, u

grani~nom slu~aju ovaj proces postaje proces slu~ajnog hoda, pa se izraz
o’ 1

f =—
(@) 47 1-cosw

(9.53)

slobodnije re~eno, mo'e se smatrati njegovim spektrom. Striktno posmatrano za proces
slu~ajnog hoda nije definisana spektralna funkcija gustine po{to za taj proces nije
ispunjen uslov (9.27). Me|utim, spektralna funkcija gustine (9.53) osim na nultoj
frekvenciji gde vrh spektra postaje beskona~no visok, ima sve karakteristike spekira.
Zna~i da nam prisustvo izrazitog vrha na nultoj frekvenciji kod ocenjenog spektra
sugeri{e potrebu diferenciranja originalne serije. Do sli~nog zaklju~ka u smislu potrebe
za sezonskim diferenciranjem dolazimo ukoliko je kod ocenjenog spektra na sezonskim
frekvencijama prisutan izraziti vrh. S obzirom na navedena svojstva spektra on se
zajedno sa autokorelacionom funkcijom mo’e Koristiti barem u postupku utvr|ivanja
potrebe za diferenciranjem vremenske serije.

9.3.5 Efekat sistematskog uzorka

U uvodnoj glavi smo Kkonstatovali da do prekidne vremenske serije dolazimo
sistematskim uzorkom. To zna~i da opservacije vremenske serije bele’imo u jednakim
vremenskim intervalima, recimo mesec ili kvartal, bez obzira na to da li je posmatranu
pojavu mogu}e registrovati u kra}im vremenskim intervalima (nedeljno ili dnevno) ili
neprekidno (na primer, slu~aj kamatnih stopa). Razlika izme|u vremenskog intervala u
kome registrujemo neku pojavu i njenog “prirodnog" intervala® zahteva podrobnije
razmatranje s obzirom posledice koje ona ima pri interpretaciji spektra.

Pretpostavimo da je X(t) neprekidan proces koji sadri cikli~nu komponentu na

frekvenciji 2z /At, gde smo sa At ozna~ili vremenski interval izmeJu dva snimanja
ove serije (ono {to nazivamo korak kod sistematskog uzorka). Tada uzeti uzorak,
odnosno nafa prekidna vremenska serija X,, ne}e sadrati informaciju o toj

komponenti.

Razmotrimo slede}i primer. Pretpostavimo da temperaturu u jednom gradu merimo u
14 ~asova svakog dana. Jasno je da na osnovu tih opservacije ne}emo biti u stanju ni{ta
re}i o varijacijama temperature unutar, odnosno tokom dana. U cilju dobijanja
informacija o varijacijama tokom dana, moramo pove}ati stopu uzorkovanja i uzeti dve
ili vi{e opservacije po danu. Sli~an slu~aj je kada raspola’emo samo godi{njim
podacima o prodaji nekog proizvoda. Na osnovu godi{nje vremenske serije nemamo
nikakvu informaciju o varijaciji prodaje unutar godine po sezonama. Do te informacije

¢ Tako je tokom perioda hiperinflacije u 1993. godini plata zaposlenih ispla}ivana nedeljno, a
zvani~na statistika je bele’ila njihovo kretanje jedanput mese~no. U ovom primeru “prirodan” interval
vremena je nedelju dana.
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Yemo do}i ukoliko raspolaemo mese~nim ili kvartalnim vremenskim serijama. U
op{tem slu~aju najvi{a frekvencija o kojoj imamo direktnu informaciju jeste z/At i
ona se naziva Nyquistova (Najkvist) frekvencija. Sa samo jednom opservacijom po danu,
Nyquistova frekvencija je @, = radijana po danu ili 1/2 ciklusa po danu (potrebno je

da proteknu dva dana da bi se zavr{io jedan ciklus). Zna~i da se varijacije na
frekvencijama vi{im od ~ ne mogu razlikovati od varijacija na odgovaraju}oj
frekvenciji u intervalu [-7, 7].

Ukoliko neprekidni proces sadr’i cikluse sa frekvencijom koja je vi{a od «,, tada }e
ta komponenta biti pome{ana ili "la’no" predstavljena (engl. aliased, a sama pojava se
naziva aliasing) kao komponenta koja ima frekvenciju manju od Nyquistove frekvencije
@,. To proizlazi iz postupka registrovanja opservacija sistematskim uzorkom, prema

kome se visokofrekventna kosinusna funkcija poklapa u trenucima registrovanja sa
niskofrekventnom kosinusnom komponentom. Ovo je ilustrovano na Slici 9.6.

Slika 9.6 llustracija fenomena "la’nog" predstavljanja

Fenomen "la’nog" predstavljanja ~ini veoma te{kim ocenjivanje doprinosa razli~itih
komponenti ili ga u potpunosti onemogu}ava. Na primer, ako je Nyquistova frekvencija
jednaka «,, tada za w<a,, frekvencije @, 20,-®, 20,+®, do,-o, do,+o, ...
ne}emo mo} razlu~iti mejusobno, a zbir njihovog doprinosa spektru pripisa}e se
frekvenciji «. Da bismo izbegli "la’no" predstavljanje izbor koraka kod sistematskog
uzorka mora biti takav da sve frekvencije budu manje od Nyquistove frekvencije. Ako
ocenjeni spektar ne te'i nuli blizu Nyquistove frekvencije to nam sugeri{e da se proba
sa manjom vredno{}u At (kra}i korak kod sistematskog uzorka).

9.4 OCENA SPEKTRA

9.4.1 Periodogram i njegove osobine

U Poglavlju 9.2 izloena je poznata Parsevalova relacija prema kojoj se varijansa
prekidne periodi~ne vremenske serije razla’e na komponente od kojih svaka meri
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doprinos pojedina~ne Fourierove frekvencije ukupnoj varijansi serije. Ovaj rezultat nam
neposredno omogu}ava da defini{emo veli~inu

na’Z, k=0
l(@,) = g(a§+b§), k=12,..(n-1)/2 (9.54)
na,, k =2 kada je n parno

koju nazivamo periodogram. On je kori{}en od strane Schustera za otkrivanje skrivenih
periodi~nih  komponenti u vremenskoj seriji. Periodi~ne komponente nazivaju se i
harmonici, pa se ponekad ova vrsta analize naziva harmonijska analiza.

Pretpostavimo da su X, X,,.., X, nezavisne identi~no raspore|ene slu~ajne

n

promenljive raspore|ene po normalnom rasporedu N(0,o%). Tada Se na osnovu izrazu
(9.19) moe pokazati da

E(ak):%zn:E(Xt)cosa)kt:O, (9.55)
t=1
n 2
Var(a, ) =%202(COS wt)’ = 2(; . (9.56)
t=1

Zna~i da su a, za k=12,..,(n-1)/2 nezavisne identi~no raspore|ene normalne
slu~ajne promenljive sa rasporedom N(0,2c°/n). Standardizacijom ovih promenljivih,
a potom njihovim stepenovanjem dobijamo da su na’/2c® nezavisne slu~ajne
promenljive raspore|ene po y°—rasporedu sa jednim stepenom slobode. Sli~no se
dobija i za promenljive nbf/2c°. Dalje, nai/2c® i nbj/20” su nezavisne za
k=12,..,(n-1)/2 i j=12,..,(n-1)/2, {to sledi na osnovu osobina ortogonalnosti
funkcija sinusa i kosinusa. Naime

Cov(a,,b;) = iz E (z X, cosat- Y X,sin a)jvj
n t=1 v=1

iz [E(X?)cosat-sinajt | = nizz (cosm,t-sine;t) =0. (9.57)

n t=1 t=1
Prema tome, ordinate periodograma

I (w,) _n
o’ 207

(@2 +b?), k=12,...(n-1)/2 (9.58)
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su nezavisne slu~ajne promenljive identi~no raspore|ene po y*-rasporedu sa dva
stepena slobode. Zaklju~uju}i na isti na~in mo’emo konstatovati da je 1(0)/o” i
I(7)/o® za parno n, raspore|eno po y*—rasporedu sa jednim stepenom slobode.
Izra“avanje jednostavnog cikli~nog modela u formi regresionog modela omogu}ava
nam testiranje hipoteze H,:a =b, =0, protiv alternativne hipoteze H,:a, =0 ili
b, #0. U te svrhe koristimo statistiku testa
(n-3)(a’ +b?)
F =k (9.59)

23 (a2 +b?)
j=1

j#k

koja ima F —raspored sa 2 i (n—3) stepeni slobode. U op{tem slu~aju testiranje

hipoteze da vremenska serija sadr'i m periodi~nih komponenti zasnivamo na op{tem
cikli~nom modelu u regresionoj formi, a odgovaraju}a statistika testa

(n—2m —l)zm: (a; +b¢)
F- = (9.60)

[n/2]

2m > (al+b?)
-1

ima F —raspored sa 2m i (n—2m-1) stepeni slobode, gde posmatramo frekvencije
o, =27k In, za one indekse {k :i=1..,m} koji su podskup {k:k=12,..,[n/2]}.

~ak i uz pretpostavku da periodi~na komponenta postoji, njena nam je frekvencija
nepoznata. To dovodi u pitanje upotrebljivost navedenog F —testa u prakti~noj primeni
izlo"enog postupka. Za takvu situaciju Fisher (Fi{er) (1929) je definisao statisti~ki
postupak kojim tragamo za “skrivenom" periodom. On je zasnovan na maksimalnoj
vrednosti periodograma

|© () = rrlfx{l (0)} (9.61)

gde je sa @, oOzna~ena vrednost Fourierove frekvencije sa maksimalnom ordinatom
periodograma. Egzaktni Fisherov T test zasnovan je na statistici

1
_ l()(a’(l))
= niz] :

Z @y

Ukoliko je izra~unata T vrednost ve}a od kriti~ne vrednosti g,, odbacujemo nultu
hipotezu da je X, proces belog {uma i zaklju~ujemo da serija sadr’i periodi~nu
komponentu na frekvenciji . U Tabeli B11 (Dodatak B) navedene su kriti~ne
vrednosti Fisherove T statistike za nivo zna~ajnosti « =0.05. Vrednosti u tre}oj koloni

T (9.62)
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te tabele predstavljaju aproksimaciju ta~nih vrednosti g, pri ~emu je kori{}ena slede}a
aproksimacija:
PT>g)=N@1-g)" 7, (9.63)

gde je N=[n/2]. Pore|enjem vrednosti iz druge i tre}e kolone Tabele B1l

zaklju~ujemo o visokom kvalitetu aproksimacije. Zato }emo u prakti~noj primeni ovog
testa Koristiti izraz (9.63) za odre|ivanje kriti~nih vrednosti g, Fisherovog T testa.

Primer 9.4 Za kvartalnu vremensku seriju industrijske proizvodnje u Srbiji (serija
S10) izra~unati periodogram. Kori{}enjem F —testa (izraz (9.59)) testirati
zna~ajnost periodograma na svakoj Fourierovoj frekvenciji. Tako]e,
Fisherovom T testom testirati hipotezu da serija predstavlja proces belog
{uma, protiv alternativne hipoteze da serija sadr’i "skrivenu™ periodi~nu
komponentu.

Pre izra~unavanja  periodograma, opservacije  vremenske  serije
transformi{emo kori{}enjem logaritamske transformacije. Kako primena
analize vremenske serije u frekventnom domenu podrazumeva
stacionarnost serije, to smo zbog o-~igledne nestacionarnosti originalne
serije istu sezonski i obi~no diferencirali. Naposletku smo od tako
dobijenih opservacija oduzeli sredinu. Navedenim postupkom omogu}ili
smo primenu analize periodograma. U suprotnom, na periodogramu bi
bez obi~nog diferenciranja sva "snaga" serije bila skoncentrisana na nultoj
frekvenciji. Ako bismo s druge strane primenili samo obi~no
diferenciranje tada bi bez primene sezonskog diferenciranja "snaga™ serije
bila prete 'no skoncentrisana na sezonskoj frekvenciji. Prema tome, nuno
je seriju obi~no i sezonski diferencirati pre nego {to se izra~una
periodogram.

Kori{}enjem programa RATS 3.0 izra~unali smo periodogram serije
industrijske proizvodnje u Srbiji. Dobijene rezultate prikazali smo u
Tabeli 9.1. U drugoj i ~etvrtoj koloni data je alternativna "definicija"
frekvencija. Uo~iti da @, €(0,7), a o /27 (0, 0.5). U tre}oj koloni su

date recipro~ne vrednosti druge "“definicije” frekvencija, tj. perioda
ciklusa. Uo~iti da vrednosti periode ciklusa pripadaju intervalu od
beskona~ne vrednosti do 2 kvartala. Dva su komentara vezana za
navedene grani~ne vrednosti periode ciklusa. Dugoro~nu komponentu, tj.
trend vremenske serije alternativno defini{emo kao cikli~nu komponentu
sa beskona~nom vredno{}u periode ciklusa, odnosno to je ona cikli~na
komponenta ~ija je frekvencija jednaka nuli. Druga napomena ti~e se
najmanje vrednosti periode ciklusa. Cikli~na komponenta sa najkra}om
periodom ciklusa (najvi{om frekvencijom) ~iji se doprinos varijansi mo e
utvrditi na osnovu kvartalnih podataka jeste komponenta ~ija se
frekvencija poklapa sa Nyquistovom frekvencijom. Ovde Nyquistova
frekvencija iznosi ~ radijana po kvartalu, pa se cikli~na komponenta sa
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najkra}om periodom ciklusa odnosi na komponentu kod koje se jedan
ciklus kompletira za dva kvartala.

Tabela 9.1 Periodogram industrijske proizvodnje u Srbiji (serija S10)

k @, 2rlo, | ol2r I[(®,) | F —statistika
0 0.000 o 0.000 2533 -
1 0.087 720 0.014 0.077 0.004
2 0.175 36.0 0.028 2.198 0.123
3 0.262 24.0 0.042 8.846 0.500
4 0.349 18.0 0.056 2.452 0.137
5 0.436 144 0.069 21.970 1.269
6 0.524 120 0.083 8.714 0.493
7 0.611 103 0.097 10.730 0.608
8 0.698 9.0 0.111 25.610 1.489
9 0.785 8.0 0.125 18.550 1.066
10 0.873 7.2 0.139 3.841 0.215
11 0.960 6.5 0.153 4,925 0.277
12 1.047 6.0 0.167 11.730 0.666
13 1.134 55 0.181 1973 0.110
14 1222 5.1 0.194 13.020 0.741
15 1.309 48 0.208 7.641 0.431
16 1.396 45 0.222 23.060 1.335
17 1.484 4.2 0.236 1.860 0.104
18 1571 40 0.250 4.759 0.267
19 1.658 38 0.264 9.161 0.518
20 1.745 36 0.278 13.950 0.795
21 1.833 3.4 0.292 26510 1543
22 1.920 3.3 0.306 27.090 1579
23 2.007 3.1 0.319 58.940 3.630
2 2.094 3.0 0.333 45090 2.710
25 2.182 2.9 0.347 15.470 0.884
26 2.269 2.8 0.361 16.850 0.965
27 2.356 2.7 0.375 32.330 1.901
28 2.443 26 0.389 4,613 0.259
29 2,531 25 0.403 48.200 2.913
30 2.618 2.4 0.417 30.100 1763
31 2.705 23 0.431 6.505 0.366
32 2.793 2.2 0.444 86.420 5.597
33 2.880 2.2 0.458 8.022 0.453
34 2.967 2.1 0.472 1.276 0.071
35 3.054 2.1 0.486 11.220 0.637
36 3.142 2.0 0.500 5.400 0.304

Vrednosti iz pretposlednje kolone Tabele 9.1 sugeri{u da je periodogram
serije industrijske proizvodnje veoma "hrapavog" izgleda. Najvi{a ordinata
periodograma vezana je za frekvenciju w,, =27-32/72=2.793. Ovoj

frekvenciji odgovara perioda ciklusa 27/, =2.2 kvartala. U poslednjoj

F —statistike prema izrazu
(9.59). Kako je najbli*a kriti~na vrednost testa na nivou zna~ajnosti od
5% iz Tabele B4 (Dodatak B) za 2 i 69 stepeni slobode: F, ;.o =3.15,

koloni Tabele 9.1 prikazane su vrednosti
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zaklju~ujemo da periodogram ima statisti~ki zna~ajne ordinate koje
odgovaraju frekvencijama w,, =2.007 i @,, =2.793.

Naposletku za primenu Fisherovog T  testa odredili  smo
19(0,) = 19(0,,)=86.42 1 Y ""1(,)=619.1034. Prema tome
izra~unata vrednost Fisherovog testa je

|(1) ) 1)
:[n/z]( (1)) :| (0)32) _ 86.42 — 0139

(@) i (@) © 619.1034

Na osnovu Tabele B11 (Dodatak B) za N =[n/2]=35 kriti~na vrednost
testa iznosi g, =0.17513, a za N=[n/2]=40 dobijamo
Uo0s = 0.15738. Kriti~nu vrednost testa mo emo odrediti i na osnovu
aproksimacije date izrazom (9.63): N(1-g)" " =36(1-g)* =0.05. Na
nivou zna~ajnosti od 5% dobijamo da je za N =[n/2]=36 kriti~na
vrednost testa g,, =0.17513. Bez obzira koju god Kriti~nu vrednost

testa Kkoristili zaklju~ak ostaje neizmenjen. lzra~unata vrednost statistike
testa je manja od kriti~ne vrednosti, pa zaklju~ujemo da serija predstavlja
proces belog {uma, odnosno da periodi~na komponenta na frekvenciji
o, =2.793 nije statisti~ki zna~ajna. Frekventnu analizu ove vremenske

serije nastavi}emo se u Primeru 9.6. u

O pro{irenju Fisherovog T testa za drugu najve}u ordinatu periodograma kao i 0
detaljima statisti~kog postupka testiranja "skrivene" periodi~ne komponente na osnovu
maksimalne vrednosti periodograma videti Wei (1990, ss. 259-263).

9.4.2 Uzora~ki spektar

Pri ocenjivanju spektralne funkcije gustine mo’emo po}i od izraza (9.32) ili (9.33)
tako {to }emo zameniti populacione autokovarijacione Kkoeficijente ocenjenim, odnosno
uzora~kim vrednostima. No, za razliku od navedenih izraza u kojima figuri{e
beskona~an broj sabiraka, na osnovu kona~ne vremenske serije du’ine n, mo emo
ra~unati 7, samo za kona~an broj docnji k=0,1,...,(n—1). Ocenu spektra f(w) na

osnovu

A | ="
f(w)=— 7.7 (9.64)
27 k-%ll) ‘
1 n-1
=—(7?0 +2)7, cosa)kj (9.65)
2r k=1

nazivamo uzora~ki spektar. Pokazano je u Odeljku 4.3.2 da je p, asimptotski
nepristrasna ocena populacionog autokovarijacionog koeficijenta, pa je stoga i uzora~ki
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spektar asimptotski nepristrasna ocena populacionog spektra. Zato na prvi pogled
uzora~ki spektar predstavlja glavnog kandidata za ocenu spektralne funkcije gustine.
Me|utim, uzora~ki spektar nije konzistentna ocena populacionog spektra. Da bi smo to
pokazali uspostavi}emo vezu izme|u uzora~kog spektra na Fourierovim frekvencijama i
periodograma. U tom cilju polazimo od periodograma

(@) :g(af +bk2) :g(ak —ib)(a, +ib,)

_n EZ X, (cosa,t —isin o, t) EZ X, (cosa@,t+isina,t)
2 _n t=1 n t=1

_2 > xte‘“‘“}[z Xte“‘”}
N = t=1

_2 DX - >?)emkt}[2(xt - X)ei%‘}
1] iy t=1

zgij(xt CX)(X, - X (9.66)

t=1 s=1

gde smo koristili rezultat: " e =>"" e™*=0. Na osnovu ocene autokovarijacione
funkcije (4.13) i stavljaju}i u izraz (9.66) j=t-s, dobijamo
n-1

@)=2 3 7e™ (967)

j=—(n-1)

n-1
=2(;70+ZZ;?] cosa)ij. (9.68)

=L

Porede}i izraz (9.65) i (9.68) dobijamo tra’enu vezu uzora~kog spektra i periodograma:
f(@)=—1(a,), k=12,...[n/2], (9.69)
Y4

azan pamno, f(w,)=1(w,,)2r.

Uz pretpostavku da je X, Gausov proces belog {uma tada

f@)n o %, k=1,2,...,”71 (9.70)

gde je x> ozna~ava y*-—raspored sa dva stepena slobode.

Kako &°/27 predstavlja spektar procesa belog {uma, u op{tem slu~aju mo emo re}i
da je za Gausov proces
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f(w,)0 f(wk)%zz. (9.71)

Na osnovu rasporeda (9.71) uzora~kog spektra mo'e se pokazati da je o~ekivana
vrednost ocene spektra jednaka pravoj vrednosti spektra, a da je varijansa jednaka
kvadratu spektra i da ne zavisi od du'ine vremenske serije. Na osnovu ovih pokazatelja
konstatujemo da je na Fourierovim frekvencijama uzora~ki spektar nepristrasna ocena
pravog spektra. Meutim, uzora~ki spektar nije konzistentna ocena populacionog spektra
jer varijansa ove ocene ne te'i nuli sa pove}anjem veli~ine uzorka. Tako]e se mo’e,
kori{}enjem izraza (9.69) i (9.58), pokazati nezavisnost ocene spektra za ma koje dve
razli~ite Fourierove frekvencije. [tavi{e, i na ostalim frekvencijama kovarijansa izme|u
ocena na dvema razli~itim frekvencijama te'i nuli kada n—o. Zato je uzora~ki
spektar, kao direktna ocena spektra, nestabilan i pokazuje tendenciju da bude
"izlomljen". Zbog ovih osobina u narednom koraku defini{emo konzistentne ocene
spektra koje su bazirane na izravnavanju periodograma i uzora~kog spektra.

9.4.3 Konzistente ocene spektra

Konzistentne ocene spektra formiramo na osnovu postupka izravnanja uzora~kog
spektra. Dva su pristupa izravnavanju uzora~kog spektra. Prema prvom, izravnava se
uzora~ki spektar u okolini izabrane frekvencije tako {to se koristi ponderisana sredina
izvesnog broja vrednosti uzora~kog spektra levo i desno od izabrane frekvencije. Ovaj
postupak se naziva izravnavanje u frekventnom domenu. Kod drugog pristupa polazi se
od veze spektra i autokovarijacione funkcije. Do ocene spektra dolazimo tako {to za
autokovarijacione koeficijente koristimo takav sistem pondera u izrazu za ocenu spektra
kod koga su ponderi obrnuto proporcionalni du’ini docnje. Ovaj postupak se naziva
izravnavanje u vremenskom domenu.

Kod izravnavanja u frekventnom domenu ponderaciona funkcija naziva se spektralni
prozor (engl. spectral window) zato {to se kroz njega "vide" samo neke spektralne
ordinate u postupku ocene spektra. [to je {irina spektralnog prozora ve}a, ve}i broj
ordinata se koristi u ra~unanju ponderisane sredine, pa rezultiraju}a ocena postaje sve
izravnatija i stabilnija sa manjom varijansom. Me]utim, istovremeno sa pove}anjem
"otvorenosti” spektralnog prozora raste i pristrasnost jer se sve ve}i broj ordinata koristi
U izrazu za ponderisanu sredinu. Dakle, prilikom izbora stepena "otvorenosti"
spektralnog prozora potrebno je na}i kompromis izme|u zahteva za smanjivanjem
varijanse i pristrasnosti ocene kao {to je to i ina~e slu~aj pri statisti~kom ocenjivanju.

Kod izravnavanja u vremenskom domenu ponderaciona funkcija naziva se prozor
docnje (engl. lag window) zato {to se kroz njega "vide" samo neki autokovarijacioni
koeficijenti u postupku ocene spektra. Ono {to je re~eno za {irinu spektralnog prozora,
odnosno varijansu ocene spektra i stepen njene pristrasnosti va'i i kod prozora docnji.
Me]utim, kod prozora docnje, za razliku od spektralnog prozora, imamo proporcionalan
odnos izme|u "otvorenosti" prozora i veli~ine varijanse. Naime, {to je ve}a "otvorenost"
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prozora docnje ve}a je vrednost varijanse ocene spektra. Istovremeno sa otvaranjem
prozora docnje smanjuje se veli~ina pristrasnosti ocene spekira.

Mo'e se pokazati da su dva prozora u bliskoj vezi’. Naime, spektralni prozor je
Fourierova transformacija prozora docnje, a ovaj je inverzna Fourierova transformacija
spektralnog prozora. Zato }emo u nastavku izlaganja konzistentnih ocena spektra pa nju
posvetiti samo pristupu izravnanju uzora~kog spektra u vremenskom domenu, odnosno
izlo"i}emo metode ocenjivanja zasnovane na alternativnim prozorima docnje.

Kori{}enjem prozora docnje izravnavamo autokovarijacione koeficijente kori{}enjem
ponderacione funkcije W_(k), tako da ocena spektra glasi

£ 1 < o [0)
fy (@)= o z W, (k)7 e . (9.72)
k=M

Pri tome smo uzeli u obzir da preciznost ocenjivanja autokovarijacionih koeficijenata
opada sa pove}anjem docnje. Zato ponderaciona funkcija W, (k), pored toga {to je

simetri~na (zbog simetri~nosti autokovarijacione funkcije koju ponderi{e) pridru uje
manju vrednost pondera ocenama autokovarijacionim koeficijentima na vi{im docnjama.
Vrednost M (M <n-1) naziva se ta~ka ograni~enja ili prekida (engl. trancation
point) i zavisi od du’ine vremenske serije n. Slikovito bismo ta~ku prekida mogli
opisati kao "stepen otvorenosti prozora”.

Pokazano® je da ocena spektra data izrazom (9.72) predstavlja nepristrasnu i
konzistentnu ocenu spektra. Da bi se ona primenila mora se prethodno izabrati prozor
docnje (tip ponderacione funkcije) i ta~ka ograni~enja. Navedimo definicije i osnovne
karakteristike naj~e{}e kori{}enih prozora docnje.

a) Uniformni prozor. Uniformni prozor docnje je

oan L KM

Nedostatak ovog prozora ogleda se u mogu}nosti pojave negativnih vrednosti
ocenjenog spektra na nekim frekvencijama {to je u suprotnosti sa osobinama
populacionog spektra.

b) Bartlettov prozor. Bartlettov prozor docnje je
K|
-4 <
wego={""n KM
0, |k>mMm

(9.74)

" Videti na primer: Wei (1990, ss. 271-2) ili Jenkins i Watts (1968, 6. Glava). U drugoj navedenoj
knjizi detaljno su pokazane statisti~ke osobine ponderacionih funkcija koje se koriste u vremenskom ili
frekventnom domenu za izravnanje uzora~kog spektra.

8 Videti na primer: Wei (1990, ss. 268-270) ili Jenkins i Watts (1968, Odeljak 6.3.4).
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Zbog svog karakteristi~nog izgleda na grafi~kom prikazu, naziva se i trougaoni
prozor. Za razliku od ocene spektra kod koje je kori{}en uniformni prozor, ovde
je ocenjeni spektar uvek nenegativan.

c) Blackman (Blekmen)-Tukeyjev prozor. Blackman-Tukeyjev prozor docnje je

(9.75)

W (k) {12a+2acos[’;ﬂk], |k|s M }

0, K| >M™
gde se a hira tako da 0<a<0.25. U zavisnosti od vrednosti konstante a
izvedena su dva prozora na osnovu izraza (9.75): Tukey-Hanning (za a=0.25)

I Tukey- Hamming (za a=0.23). Kako su vrednosti konstante a bliske
me Jusobno, ove dve varijante istog prozora daju sli~ne ocene spekira.

d) Parzenov prozor. Parzenov prozor docnje je

R I

M

WP (k) = 2@—Qf, M <lk[<M (9.76)

Kori{}enjem Parzenovog prozora dobi}emo nenegativne vrednosti ocene spektra.
Pored toga ove ocene bi}e izravnatije u odnosu na ocene dobijene primenom
Tukey-Hanningovog prozora docnje. Me]utim, Tukey-Hanningova ocena ima}e
manju pristrasnost od Parzenove ocene za istu vrednost ta~ke ograni~enja M .
Ova dva prozora docnje prikazana su na Slici 9.7 za pozitivne vrednosti docnje
za vrednost ta~ke ograni~enja M =20.

w, (k)
|

Tulken-Hanning

1] 10 i

Slika 9.7 Tukey-Hanning i Parzenov prozor docnje

Kvalitet ocene spektra uslovljen je izborom tipa ponderacione funkcije (prozora), ali
jo{ u ve}oj meri izborom ta~ke ograni~enja. Na alost, u spektralnoj analizi ne postoji
kriterijum na osnovu koga bi, nakon izbora tipa prozora, odredili optimalnu vrednost
ta~ke ograni~enja. Stoga je izbor ta~ke ograni~enja M relativno te ak zadatak i mora
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se obaviti tako da se naje kompromis izmeJu "visoke rezolucije" koja se posti‘e
smanjenjem pristrasnosti i "visoke stabilnosti" koja se posti'e smanjenjem varijanse
ocene. Izborom manje vrednosti M kod prozora docnje dobi}emo manju varijansu
ocene spektra, ali ve}u pristrasnost ocene spektra. U suprotnom slu~aju, izborom ve}e
vrednosti M dobi}emo manju pristrasnost uz ve}u varijansu, odnosno ocena spektra
bi}e mnogo sli~nija periodogramu sa brojnim varijacijama. Slikovito re~eno, otvaranjem
prozora docnje (pove}anjem M ) uo~avamo u ve}oj meri detalje na ocenjenom spektru,
a u suprotnom, njegovim zatvaranjem (smanjenjem M), vidimo samo glavne obrise
spektra ne uo~avaju}i njegovu “iskrzanost" koja ina~e karakteri{e periodogram.

Primer 9.5 Oceniti spektar godi{nje vremenske serije realnog dru{tvenog proizvoda u
SR Jugoslaviji (serija S5).

Na{a vremenska serija je relativno kratka, svega 40 opservacija. Uprkos
tome, a da bismo ilustrovali primenu spektralne analize, pristupili smo
analizi ove serije u frekventnom domenu. Jer, kako sledi na osnovu
studije Grangera i Hughesa (1968), spektralna analiza daje relativno dobre
rezultate i u slu~aju kratkih serija. Sli~no postupku sa serijom u Primeru
9.4 i ovu vremensku seriju smo transformisali, ali ovoga puta tako {to
smo odredili kvadratni koren svake opservacije originalne vremenske
serije (videti Primer 7.1). Zatim smo dobijenu vremensku seriju
diferencirali, pa smo spektralnu analizu obavili na osnovu diferencirane

serije.
---Perindogram — Spelmar AR(2) modela Persadogram — Spektar (uniformni prozar: M=2)
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Slika 9.8 Spektar godi{nje serije realnog dru{tvenog proizvoda u SR Jugoslaviji: (a)
periodogram i teorijski spektar (AR(2)), (b) periodogram i spektar (uniformni prozor M =2), (c)
periodogram i spektar (Bartlettov prozor M =2), (d) periodogram i spektar (Bartlettov prozor M =8)
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Kori{}enjem programa RATS 3.0 izra~unali smo periodogram. Jedna od
naredbi programa omogu}ava direktno izravnanje periodograma, ali samo
u frekventnom domenu. U okviru programa ugrajena je mogu}nost izbora
izme|u dva spektralna prozora: uniformnog i Bartlettovog prozora. Ostale
ponderacione funkcije moraju se prethodno izra~unati za razli~ite
vrednosti frekvencija, pa se tek potom mogu koristiti za izravnanje
periodograma.

Napomena: Napominjemo da se sva obja{njenja i oznake date u ovom i u
narednom primeru odnose na izravnanje periodograma Kkori{}enjem
spektralnog, a ne prozora docnje. Tako na primer, veli~ina M na Slici
9.8 ozna~ava "stepen otvorenosti spektralnog prozora, a ne prozora
docnje. Otuda ne treba da ~udi {to sa porastom vrednosti M smanjuje se
varijansa ocene spektra (ovo je karakteristika spektralnog prozora),
odnosno spektar na Slici 9.8 postaje sve “glatkiji" sa porastom M.
Tako]e, suprotno uobi~ajenoj praksi, na graficima spektra na apscisi
prikazali smo periodu ciklusa (u odgovaraju}im vremenskim jedinicama),
a ne frekvenciju. Smatramo da je ekonomistima vremenski domen

Pore|enjem grafika sa Slike 9.8(b) i Slike 9.8(c) mo emo konstatovati da
u slu~aju serije realnog dru{tvenog proizvoda za istu vrednost M ne
postoje velike razlike izmeJu ocene spektra dobijene Kkori{}enjem
uniformnog i Bartlettovog prozora. Me|utim, razlike u ocenama spektra
postaju znatne ukoliko smo Koristili isti prozor, ali razli~ite vrednosti M .
Tako na Slici 9.8(c) i Slici 9.8(d) date su ocene spektra na bazi
kori{}enja Bartlettovog spektralnog prozora za vrednosti M =2 i M =8
respektivno. U slu~aju vi{e vrednosti M, varijacije u oceni spektra su
prigu{ene u ve}oj meri i spektar nije vi{e "izlomljen" kao pri ni’im
vrednostima M . Dobijeni rezultat predstavlja samo ilustraciju ranije
iznetog stava da je u spektralnoj analizi kriti~an izbor ta~ke ograni~enja,
a ne tipa ponderacione funkcije.

Grafici spektra prikazani na Slici 9.8(b)-9.8(d) sugeri{u da serija realnog
dru{tvenog proizvoda ne sadr’i izra'enu cikli~nu komponentu na nekoj
odre]enoj frekvenciji. Naime, grafik spektra ne sadr’i “ispup~enje" koje
bi ukazivalo da odgovaraju}a frekvencija (period ciklusa) daje zna~ajan
doprinos varijansi vremenske serije. Sa grafika spektra vidimo da je
“"snaga" serije skoncentrisana na ni'im frekvencijama (du'a perioda
ciklusa).

Na kraju pretpostavimo da seriji prvih diferenci realnog dru{tvenog
proizvoda odgovara AR(2) model. Do ovog modela smo dofli na osnovu
razmatranja autokorelacione i parcijalne autokorelacione funkcije u
Primeru 7.7. Ocena tog modela data je u Primeru 7.10, izrazom (7.15").
Na osnovu ocenjenih koeficijenata ¢ i #,, a prema (9.47) izveli smo
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spektar AR(2) modela. Kako su oba korena karakteristi~ne jedna~ine
AR(2) modela realna, ne o~ekuje se da spektar modela sadri cikli~nu
komponentu. Grafik ovog spektra prikazali smo na Slici 9.8(a). Sa grafika
se vidi da spektrom dominira dugoro~na komponenta, odnosno
komponente oko nulte frekvencije. Spektar ne sadr i "ispup~enja" koja bi
ukazivala na prisustvo poslovnih ciklusa (komponente sa periodom
ciklusa do 5 godina). Verovatan razlog neotkrivanju cikli~ne komponente
u seriji je izuzetno mali broj opservacija s obzirom na zahteve koje u
tom pogledu postavlja spektralna analiza. Kori{}enje ocenjenog AR(2)
modela za ocenu spektra predstavlja osnovu tzv. ARMA ocenjivanja
spektra (detaljnije u Odeljku 9.4.4). u

Nakon opredeljenja za odre|eni tip prozora, preostaje nam izbor vrednosti ta~ke
ograni~enja. U tom pogledu u literaturi® je definisano nekoliko postupaka koji nam
mogu olak{ati ovaj izbor, ali je i ovde prakti~no iskustvo od presudnog uticaja.
Sugerisani postupci izbora ta~ke ograni~enja su slede}i:

1.

Ocenjivanje spektra zapo-~eti relativno velikom vredno{}u ta~ke ograni~enja
M, a zatim spektar ponovo oceniti kori{}enjem sve manjih vrednosti M .
Drugim re~ima sugeri{e se postupak laganog zatvaranja prozora. Pri tome se
prati oblik i karakteristike ocenjenog spektra dok se ne postigne njegova
“eljena stabilnost i rezolucija.

Ta~ku ograni~enja M izabrati tako da se vrednosti svih autokovarijacionih
koeficijenata nakon te docnje mogu u statisti~kom smislu smatrati zanemarljivo
malim.

Ta~ku ograni~enja M izabrati tako {to }emo njenu vrednost posmatrati kao
funkciju veli~ine uzorka. U tom smislu u~injena su dva predloga. Prema

prvom, M =2+/n, a prema drugom, M =n/10. Ovakav izbor M obezbe]uje
da kada n—>o i M >, ali tako da M /n—0.

Naposletku Jenkins i Watts (1968) predloili su izbor tri vrednosti M od kojih
je svaka naredna dva puta ve}a od prethodne. Na osnovu ni'e vrednosti M
dobijamo preliminarnu informaciju o tome gde bi mogli biti va niji vrhovi na
spektru. Izbor ve}e vrednosti ta~ke ograni~enja ima}e za posledicu ocenu
spektra sa ve}im brojem vrhova od kojih neki mogu la'no upozoravati na
postojanje cikli~ne komponente. Srednjom vredno{}u M pravimo svojevrsni
kompromis izmeju ve}e i manje vrednosti i njom uravnote'avamo dva
me|usobno opre~na zahteva: zahtev za visokom stabilno{}u ocene spekitra,
odnosno smanjenje njene varijanse i zahtev za visokom rezolucijom ocene
spektra koja se ispoljava u smanjenu pristrasnosti ocene spektra.

% Videti na primer: Jenkins i Watts (1968, 7. Glava).
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Primer 9.6 Oceniti spektar kvartalne vremenske serije industrijske proizvodnje u
Srhiji (serija S10).

Na osnovu rezultata analize periodograma date u Primeru 9.4 pristupili
smo daljoj spektralnoj analizi ove kvartalne serije. Kori{}enjem programa
RATS 3.0 izvr{ili smo izravnanje njenog periodograma. Pri tome smo
koristili Bartlettov spektralni prozor koji je kao opcija ugrajen u
program. Prema gornjoj preporuci Jenkinsa i Wattsa izabrali smo tri
vrednosti ta~ke ograni~enja (3, 6 1 11). Rezultate izravnanja periodograma
prikazali smo na Slici 9.9. Pove}anje vrednosti M ima za rezultat sve
“glatkiju" ocenu spektra (manja je varijansa ocene) kao {to je to
prikazano na Slici 9.9(0)-9.9(d).

---Penodogram —Spektar ARMA modela | ---Periodogram —Spekiar (Bartders M=I)
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Slika 9.9 Spektar kvartalne serije industrijske proizvodnje u Srbiji: (a) periodogram i
teorijski spektar ("vazduhoplovni” model), (b) periodogram i spektar (Bartlettov prozor M =3), (c)
periodogram i spektar (Bartlettov prozor M =6), (d) periodogram i spektar (Bartlettov prozor M =11)

Kori{}enje vrednosti M =3 1ima za posledicu relativno “izlomljenu™
ocenu spektra, a M =11 daje ocenu spektra koja previ{e izravnava
periodogram. Prema tome vrednost M =6 predstavlja ono kompromisno
re{enje u izboru ta~ke ograni~enja.

Sa grafika spektra (Slika 9.9(b) i Slika 9.9(d)) vidimo da je prete an deo
“"snage", odnosno varijanse serije skoncentrisan na vi{im frekvencijama
(kra}i period ciklusa). Kako je jedan kvartal vremenska jedinica kori{}ena
na apscisi grafika spektra to zna~i da cikli~ne komponente sa periodom
ciklusa od oko 3 kvartala daju relativno najve}i doprinos varijansi serije.
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Uz veliku ogradu se mo'e ista}i i doprinos cikli~ne komponente sa
periodom ciklusa od oko 9 kvartala (ne{to preko dve godine). Poslednju
navedenu cikli~nu komponentu identifikujemo sa poslovnim ciklusom iste
periode.

Kao i u prethodnom Primeru 9.5 pretpostavimo da seriji industrijske
proizvodnje u Srbiji odgovara “vazduhoplovni” model. Do ovog modela
smo dofli na osnovu razmatranja autokorelacione i parcijalne
autokorelacione funkcije u Primeru 8.1 u kome smo dali i ocenu modela.
Na osnovu ocenjenih koeficijenata izra~unali smo spektar stacionarnog
dela ovog ARIMA modela. Grafik spektra prikazali smo na Slici 9.9(a).
Sa grafika se vidi da ve}i doprinos spektru daje kratkoro~na komponenta
(vi{a frekvencija). Spektar sadr'i “ispup~enje" na frekvenciji ~ija je
perioda ciklusa oko 2.5 kvartala, a ne{to bla'e je izra'eno "ispup~enje"
koje se mo’e pripisati poslovnom ciklusu od oko 9 kvartala. Kori{}enje
stacionarnog dela ocenjenog "vazduhoplovnog" modela za ocenu spektra
je u osnovi tzv. ARMA ocenjivanja spektra. u

Do sada smo se bavili brojnom ocenom spektra, a na kraju ovog poglavlja ukazali
bismo na postupak odre|ivanja intervalne ocene, odnosno aproksimativnog intervala
poverenja spektra. Da se podsetimo, kada je bilo re~i o0 uzora~kom spektru dobili smo
rezultat da su ordinate uzora~kog spektra na Fourierovim frekvencijama nezavisne i

7

identi~no raspore|ene slu~ajne promenljive i to tako da f (@) f(w)Z . Daniell
(Denijel) je jo{ 1946. godine definisao postupak ocenjivanja koji je baziran na
izravnanju periodograma kori{}enjem jednostavnog pokretnog proseka (sa korakom
2m+1). Mada ovaj postupak ima vi{e istorijski zna~aj spominjemo ga, jer je na osnovu
gornjeg rezultata o rasporedu ordinate uzora~kog spektra i njene nezavisnosti na
Fourierovim frekvencijama, pokazano da kori{}enjem Daniellovog postupka izravnata

ordinata spektra ima raspored: f(a)k)’f%, gde BSS ozna~ava broj stepeni slobode

(BSS =4m+2) dobijen sabiranjem broja stepeni slobode svake od (2m+1) 7
slu~ajne promenljive. Na alost, na frekvencijama razli~itim od Fourierovih ova osobina
aditivnosti vi{e ne va'i. Me|utim, izravnati spektar i na tim frekvencijama mo emo
aproksimirati sa cy?, pri ~emu su ¢ i v tako birani da o~ekivana vrednost izravnate

ordinate spektra bude jednaka cv, a varijansa 2c?v. Kori{}enjem ma kog od izlo enih
prozora docnje (prema izrazu (9.72)) dobijamo® da je raspored izravnatog spektra

2
v

fW (0) 0 f(a,)2, gde je v ekvivalentan broj stepeni slobode za izravnati spektar. To
zna~i da

1 Videti na primer: Jenkins i Watts (1968, ss. 252-4).
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2n

Yy, (w) 72, 9de je v= (9.77)
n broj opservacija vremenske serije, M ta~ka ograni~enja, a W, (k) izabrana

ponderaciona funkcija, odnosno prozor docnje. U Tabeli 9.2 naveden je ekvivalentan
broj stepeni slobode za ranije definisane prozore docnje.

Tabela 9.2 Ekvivalentan broj stepeni slobode za razli~ite prozore docnje

: : Tukey- Tukey-
Prozor Uniformni Bartlettov Hammingov Hanningov Parzenov
4 n/M 3n/M 2.516n/M 8n/3M 3.709n/M
Sada na osnovu (9.77) dobijamo
PLLTIC) PSS N (9.78)
vi-2 f (a)) v
tako da 100(1—«)% interval poverenja za spektar f(w) glasi:
Vf (a)) < f () < (@) Vf (a)) (9.79)
v% v,1—E

Kako je asimptotska sredina i varijansa izravnatog uzora~kog spektra proporcionalna
f(w) i f%(w) respektivno, to se ~esto umesto grafi~kog prikaza originalnog ocenjenog
spektra Kkoristi njena logaritamska transformacija u cilju stabilizovanja varijanse. Na
osnovu (9.79) mo'e se direktno izvesti za logaritamski transformisani spektar
odgovaraju}i interval poverenja:

In £, (@)+In——<In f (@) <In £, (@)+In (9.80)

V,— v,1—g
2 2

Karakteristika intervala poverenja od In f (w) je njegova konstantna {irina, za razliku
od intervala poverenja f(w) kod koga {irina intervala varira sa frekvencijom.

9.4.4 ARMA ocenjivanje spektra

Na kraju ovog poglavlja posve}enog oceni spektra uka'imo na alternativan pristup
ovom problemu. Poznato je da svaka stacionarna i invertibilna vremenska serija ima AR
reprezentaciju. Ovo svojstvo vremenske serije navelo je Parzena (1969) da predlo’i tzv.
autoregresiono ocenjivanje spektra. Prema ovom postupku za datu vremensku seriju
identifikujemo i ocenimo adekvatan AR(p) model, a zatim ocenjene koeficijente
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zamenimo u izrazu za spektar AR(p) modela. Na ovaj na~in dobijena ocena spektra se

tretira kao teorijski spektar razmatranog procesa. Upravo ovaj pristup odre]ivanju
spektra kori{}en je u Primeru 9.5. Na Slici 9.8(a) je prikazan taj teorijski spektar i on
je "glatkiji" u odnosu na ocene spektra dobijene primenom metoda izravnanja
periodograma. 1zlo eni postupak dola’enja do spektra zavisi kriti~no od adekvatnosti
izabranog reda AR procesa. Taj problem izbora reda AR modela mo emo re{iti
kori{}enjem jednog od ranije izlo enih kriterijuma za izbor reda, kao {to su BIC, AIC i
dr.

Uop{tavanjem ovog pristupa nepoznati proces koji je generisao na{u vremensku
seriju mo emo aproksimirati ARMA(p,q) modelom. Ocenjene Kkoeficijente izabranog

ARMA modela zamenjujemo u izrazu (9.41) spektra ARMA modela, a ovaj postupak
ocenjivanja spektra nazivamo ARMA ocenjivanje spektra. U su{tini se radi o
odre]ivanju teorijskog spektra razmatranog procesa. U Primeru 9.6 ilustrovan je ovaj
postupak odre]ivanja teorijskog spektra na osnovu “vazduhoplovnog” modela. 1 ovde
kvalitet ocene spektra zavisi od adekvatnosti izabranog reda procesa. Za identifikovanje
adekvatnog ARMA modela tako|e se mogu koristiti razli~iti kriterijumi odre]ivanja reda
procesa.

9.5 ANALIZA SERIJE U FREKVENTNOM DOMENU

Videli smo da spektrom nestacionarne vremenske serije dominira dugoro~na
komponenta, odnosno frekvencije bliske nuli (beskona~na perioda ciklusa). Granger
(1966) je pokazao da je tipi~an oblik spektra ekonomskih vremenskih serija sli~an
opadaju}oj eksponencijalnoj funkciji. Doprinosi ostalih frekvencija su stoga potisnuti u
drugi plan. Isto va'i i za seriju koja sadr’i izra'enu sezonsku komponentu. Analiza
serije u frekventnom domenu stoga predpostavlja da je eliminisanje tenda i sezone
obavljeno pre no {to se pristupilo primeni spektralne analize. Otklanjanje trenda i
sezone je jednostavniji oblik op{teg postupka beljenja (engl. prewhitening) serije, tokom
koje se linearno transformi{u originalni podaci u cilju dobijanja izravnatijeg spektra
nakon njegovog ocenjivanja. Poznavaju}i  frekventnu  karakteristiku  linearne
transformacije, mo"e se zatim oceniti spektar originalnih netransformisanih podataka.

Nakon ocenjivanja i grafi~kog prikaza spektra vremenske serije isti posmatramo
tra’e}i pojavu “ispup~enja” na njemu. Ako postoje vrhovi, poku{avamo odgovoriti na
pitanje koji je uzrok njihove pojave? U svakom slu~aju pojava vrha na spektru indikator
je prisustva cikli~ne komponente u seriji. Relativno gladak oblik spektra sa visokom
vredno{}u ordinate oko nulte frekvencije mo'e poslu’iti u svrhe detekcije prisustvo
trenda. Na osnovu onoga {to smo do sada izlo'ili o spektralnoj analizi mo emo
konstatovati da je u ekonomiji kori{}enje spektralne analize vezano uglavnom za slede}e
oblasti:

1. ldentifikacija cikli~nog kretanja privredne aktivnosti. Pod cikli~nim kretanjem
privredne aktivnosti podrazumevaju ne samo tzv. poslovni ciklusi (od 2-4
godine), nego i srednjero~ni ciklusi (preko 10-tak godina), Kuznjecovi ciklusi
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(oko 20 godina) i dugoro~ni ciklusi (poznatiji kao Kondratjevi ciklusi - oko
50 godina). Na osnovu ocenjenog spektra mo'e se utvrditi relativan doprinos
ciklusa odre|enog trajanja sveop{toj varijansi serije (Howrey (Hauri) (1968)).
Osnovno ograni~enje kori{}enja spektralne analize u ove svrhe jeste relativno
mala du”ina ekonomskih vremenskih serija.

2. Testiranje hipoteze da je serija proces belog {uma. Ukoliko je ocenjeni
spektar bez vrhova i relativno ravan, tada nam svojim izgledom sugeri{e da
se radi o procesu belog {uma. Zatim se mo e konstruisati interval poverenja
za testiranje hipoteze da serija predstavlja proces belog {uma. Ovaj postupak
koristili su Granger i Morgenstern (Morgenstern) (1970) da bi testirali
hipotezu da cene akcija slede proces slu~ajnog hoda, jer je poznato da prve
diference procesa slu~ajnog hoda slede proces belog {uma. Pored toga na
osnovu izgleda ocenjenog spektra mo emo sugerisati jedan model iz klase
parametarskin modela kao {to su to na primer ARIMA modeli. Ovakva
primena spektralne analize re|a je pojava u literaturi, jer je te{ko na osnovu
spektra jednozna~no definisati podklasu ARIMA modela, a pogotovo red
modela. Eventualno se na osnovu spektra mo'e utvrditi da li je seriju
potrebno diferencirati u cilju postizanja njene stacionarnosti.

3. lIspitivanje kvaliteta postupka desezoniranja vremenskih serija. ~esto nas u
ekonomiji interesuje osnovni tok neke pojave koji nije optere}en prisustvom
sezonske komponente. Takole se u mejusobnoj interakciji dve i vi{e
vremenskih serija “eli ispitati "neto” uticaj jedne na drugu promenljivu uz
prethodno eliminisanje uticaja sezone. Pored sezonskog diferenciranja koje
smo naveli kao postupak eliminisanja sezonskog uticaja u zvani~noj statistici
se koriste 1 drugi metodi eliminisanja uticaja sezone. Podse}amo da se u te
svrhe u nafoj zvani~noj statistici koristi program X-11. Spektralna analiza
nam mo e poslu’iti za vrednovanje postupka desezoniranja jer }e ukazati da
li je zaista eliminisan doprinos odre]ene frekvencije varijansi serije. Ako je
idealno eliminisana sezona, tada spektar na sezonskoj frekvenciji treba da
bude identi~an spektru slu~ajnog procesa. U suprotnom slu~aju prisustvo vrha
na sezonskoj frekvenciji i nakon primene postupka za eliminisanje sezone,
indikator je lo{eg kvaliteta primenjenog postupka desezoniranja. Takole,
udubljenja na spektru desezoniranje serije na sezonskim frekvencijama
ukazuju na to da smo desezoniranjem eliminisali ve}i deo varijanse
vremenske serije no {to je bilo potrebno.

Prvobitni entuzijazam u primeni spektralne analize u ekonomiji je splasnuo. Do toga
je doflo kako zbog izuzetno slo”enog postupka ocenjivanja, tako i zbog zahteva analize
u pogledu potrebnog broja podataka. Naime, ekonomske vremenske serije su za
pouzdanu spektralnu analizu relativno kratke. Mejutim, u teorijskim ekonomskim
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modelima vi{edimenziona spektralna analiza se koristi za izu~avanje njihovih dinami~kih
karakteristika''.

Zadaci
9.1 Pokazati da Fourierova serija koja reprezentuje funkciju f(x)=x*.

H _71'2 COSX  COS2X  COS3x
-r<x<r, Je data sa f(x)_T—4(T7T+?7... :

9.2  Za slede}i kona~an niz

tj{1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X |4 -23-18 -6 1 4 10 -2 -16 -10 2 8

na}i Fourierovu reprezentaciju.
9.3  Na}i Fourierovu reprezentaciju za svaki od slede}ih nizova:

1, akojel<t<m
(a) Xt: .

0, akojem<t<n,(n>m+2)
(b) X,=n-t, za 1<t<n.

9.4  Razmotriti slede}i niz:

_ % (ﬁjm L[Jj‘t‘, t=0,4142,....

t 5202 *t52 4
(a) Da li ovaj niz ispunjava uslov (9.28)?
(b) Na}i Fourierovu transformaciju od X, .
(c) Na}i i diskutovati spektralnu funkciju gustine niza.

9.5 Na}i odgovaraju}e nizove X, za svaki od slede}ih spektralnih funkcija
gustine:

(a) f(w)zl—cosazwcosZa), r<w<r,
T

(b) flo)=——, —r<w<r,
2r

(c) f(a))zm, ~-r<w<r.
2

9.6  Razmotriti proces:
X, = Aicos%t+ Azsin%t, t=0,£1%2,...,

" Videti na primer: Sargent (1979).
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gde su A i A, nezavisne slu~ajne promenljive sa sredinom 0 i varijansom
.
(a) Na}i autokovarijacionu funkciju y, za X,.
(b) Da li niz p, ispunjava uslov (9.27)? Ako ispunjava, na}i spektralnu
funkciju rasporeda i spektar od X, .

9.7  Odrediti spektralnu funkciju gustine AR(1) procesa za slede}e vrednosti
koeficijenta ¢: (a) 4, =0.6, (b) ¢, =0.99 i (c) ¢ =-0.6.

9.8 Odrediti i diskutovati spektralnu funkciju gustine slede}ih procesa:

() 1-0.6B+0.4B*)X, =&, (b) X,=(1-0.4B-0.2B%)s,

(©) 1-0.7B)X, =(1-05B)s,, (d) X,=(1-0.5B)1-0.4B")s,.

Neka je kod sva ~etiri procesa & [J NIR N(0,1).
9.9  Odrediti i diskutovati spektralnu funkciju gustine za proces: X, =(1-0,B%)¢,.
9.10 Na}i spektralnu funkciju gustine slede}ih MA procesa:

(@ X,=¢+&,+6.,, (b)) X, =¢+0.5¢_,-0.3¢,_,.

9.11 Za MA(2) proces: X,=6,+¢& +0.8¢ ,+05¢ , pokazati da je normirana
spektralna funkcija gustine: f*(@)=_(1+1.27cosw+0.53c0s2®).

9.12 Stacionarna vremenska serija ima normiranu spektralnu funkciju gustine:
f'(w)=%2(r-w), O<w<rx. Pokazati da je njena autokorelaciona
funkcija:

1, k=0
2
P = [”ikj , k jeneparno;.
0, k je parno
9.13 Odrediti varijansu stacionarnog procesa ~ija je spektralna funkcija gustine:
6
f(a)) B 7r(1+(u2) '
9.14  Odrediti spektralnu funkciju gustine ~ija je autokorelaciona funkcija:
_J1-3fk|, zalk|<3
771 0 zalk>3[
9.15 Proveriti da li na spektru procesa iz Zadatka 9.8 postoje “ispup~enja”". Ako

postoje odrediti na kojim frekvencijama, odnosno periodama ciklusa se
javljaju.
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9.16  lzvr{iti spektralnu analizu vremenske serije iz Zadatka 7.1.
9.17  lzvr{iti spektralnu analizu vremenske serije iz Zadatka 7.2.
9.18 lzvr{iti spektralnu analizu vremenske serije iz Zadatka 8.6.
9.19 Ilzvr{iti spektralnu analizu vremenske serije iz Zadatka 8.7.

9.20 Ilzvr{iti spektralnu analizu kvartalne vremenske serije nezaposlenosti u biv{oj
Jugoslaviji (serija S12).

9.21 lzvr{iti spektralnu analizu mese~ne vremenske serije nezaposlenosti u biv{oj
Jugoslaviji (serija S16).






10 OSTALI MODELI | PITANJA U ANALIZI
VREMENSKIH SERIJA

U ovoj glavi dajemo kratak prikaz nekoliko modela u analizi vremenskih serija koji
nisu ranije obrajeni u knjizi. Ovi modeli s jedne strane predstavljaju uop{tenje ve}
izloenih modela kao {to su ARIMA modeli, a s druge strane su u "i’i interesovanja
istra”iva~a poslednjih godina s obzirom na svoje osobine ili oblasti u kojima se
primenjuju.

10.1 UVOD

Do sada smo se bavili analizom jedne vremenske serije u vremenskom i frekventnom
domenu. Pri tome je prete’an deo izlaganja posve}en Klasi ARIMA modela.
Pretpostavka je uspe{ne primene ovih modela da nije doflo do promene u mehanizmu
koji je generisao vremensku seriju. Me|utim, vremenske serije, a posebno ekonomske,
~esto trpe spoljaf{nje uticaje. Tako na primer donete mere ekonomske politike (kao deo
stabilizacionog programa) ili neki drugi dogalaji za koje znamo u kom trenutku su se
desili (naftni embargo OPEC-a 1973. godine ili sankcije mejunarodne zajednice 1992.
godine) imaju za posledicu izmenjeni tok vremenske serije cene i proizvodnje. Ako
prilikom modeliranja vremenske serije zanemarimo spomenute spolja{nje uticaje
dobi}emo neoptimalne modele i pogre{nu prognozu. Dogalaj za koji znamo kada se
desio nazivamo intervencija. Analiza intervencije obavlja se na osnovu pro{irenja
ARIMA modela tzv. modelima intervencije koje dobijamo uvo]enjem ulaznih ili
egzogenih promenljivih u ARIMA model. Ove ulazne promenljive su ve{ta~ke
promenljive i uzimaju vrednost 0 ili 1. Modelima intervencije se bavimo u prvom
narednom poglavlju. U okviru istog poglavlja ukazuje se na postupak analize vremenske
serije koja trpi spolja{nje uticaje u nepoznatim trenucima vremena. Opservacije
vremenske serije koje su rezultat tog uticaja nazivamo nestandardne opservacije.
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Uop{tenje klase ARIMA modela za potrebe modeliranja vi{e vremenskih serija
obavlja se u dva koraka. Prvo se u Poglavlju 10.3 izla’u modeli funkcije prenosa, koje
dobijamo kada u ARIMA modele uvedemo ulazne promenljive. “esto se ovi modeli
nazivaju ARMAX modeli. Za razliku od modela intervencije ove ulazne promenljive su u
op{tem slu~aju stohasti~ke prirode. U okviru Poglavlja 10.4 uvodimo pojam
kointegracije koji igra va'nu ulogu pri modeliranju nestacionarnih vremenskih serija.
Pojednostavljeno re~eno pojam kointegracije vezuje se za nestacionarne vremenske
serije meju kojima postoji takva linearna kombinacija koja je stacionarna. U bliskoj
vezi sa pojmom kointegracije jeste pojam dugoro~ne ravnote’e u ekonomskim
modelima. Ukazujemo na modele korekcije gre{kom koji predstavljaju primer modela na
osnovu koga ocenjujemo dugoro~nu ravnote nu vezu izme]u serija, a istovremeno
modeliramo njihovu kratkoro~nu  dinamiku. Naposletku, testovima kointegracije
zavr{avamo izlaganje u ovom poglavlje.

Poslednje poglavlje posve}eno je modeliranju vektorskih vremenskih serija
kori{}enjem vektorskih ARMA modela. Problemi koji su ina~e bili prisutni i u
modeliranju jedne vremenske serije ARMA modelima u slu~aju vektorskih vremenskih
serija vi{estruko se uslo njavaju, a javljaju se i novi.

10.2 ANALIZA INTERVENCIJE | NESTANDARDNE OPSERVACIJE

Egzogeni dogajaji (intervencije) kao {to su promena ekonomske politike, promena
spoljnotrgovinskog re’ima kod va nijih inostranih trgovinskih partnera, {trajkovi,
isklju~enja struje i drugi dogajaji na razli~ite na~ine deluju na vremensku seriju. Sve
intervencije delimo u dve grupe. Prva grupa intervencija su tzv. jednokratne intervencije
(engl. pulse intervention) kod kojih se izvesni doga]aj desio samo u jednom periodu.
Primer takve intervencije jesu {trajkovi.

Drugu grupu intervencija ~ine tzv. trajne intervencije (engl. step intervention). Kod
njih dejstvo intervencije zapo~inje u odre|enom periodu i traje do daljnjeg. Primer
takve intervencije jeste prelazak sa re’ima fiksnih na re’im plivaju}ih deviznih kurseva.
U zavisnosti od prirode posmatrane pojave nakon intervencije mo'e do}i do promene
toka njene vremenske serije, povi{enja ili snji'enja njenog nivoa (trenutno ili nakon
protoka izvesnog perioda vremena) ili do neke sloenije promene u vremenskoj seriji.

Da bismo ukazali na posledice intervencije po tok vremenske serije poslu’imo se
Slikom 10.1 na kojoj je prikazan grafik serije mese~nih indeksa industrijske proizvodnje
u SR Jugoslaviji (serija S13). Poznato je da su od 30. maja 1992. godine uvedene
sankcije mejunarodne zajednice prema SR Jugoslaviji. Na grafiku je posebnom
strelicom ozna~ena opservacija za mesec jun 1992. godine od kada efektivno sankcije
deluju. Do kraja posmatranog perioda (do maja 1994. godine) sankcije nisu ukinute, pa
imamo primer trajne intervencije. Mo'e se pretpostaviti da }e ova vrsta intervencije
dovesti do sni“enja nivoa proizvodnje. Istovremeno se o~ekuje da }e do sni“enja nivoa
proizvodnje do}i relativno brzo. Drugim re~ima, u kratkom periodu dolazi do reakcije
proizvodnje na uvedene sankcije.
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Sankcije

Tnadekesi [ 1992= 1081

4 ERALLLLEL L LR LB LR
&7 =i =) w0 1 v2 w3 4

1987.1 do 1994.5

Slika 10.1 Industrijska proizvodnja u SR Jugoslaviji

Prikaz postupka analize intervencije zapo~injemo jednostavnim modelom u kome
imamo jednu intervenciju za koju znamo da se desila u trenutku T. Ako je X,

generisano ARMA(p,q) procesom, tada model intervencije glasi:

&(B)
X, =v(B)l, +—=¢, 10.1
t t ¢(B) t ( )
gde 2G®), predstavlja tzv. model "{uma" (engl. noise model), a v(B) je polinom ~iji

4(B)
koeficijenti mere rasprostiranje uticaja intervencije na posmatranu pojavu tokom
vremena. Ovaj polinom mo emo prikazati u obliku

v(B) = @(B) g : (10.2)
5(B)

gde je w(B)=w,-wB-..-oB°, §(B)=1-6B-..-56B", a b ozna~ava period
vremena Kkoji protekne pre nego {to do]e do pojave efekata pod dejstvom intervencije.
Koeficijenti polinoma «(B) mere o~ekivani po~etni efekat intervencije, a koeficijenti
polinoma &(B) opisuju ponafanje trajnog efekta intervencije. Promenljiva intervencije
I, je ve{ta~ka promenljiva koja uzima vrednosti 1 ili O prema tome da li je u periodu
t dof{lo do intervencije ili ne. Imamo dve vrste promenljive 1. Prvom promenljivom,

koju nazivamo impulsna promenljiva (engl. pulse variable), opisujemo jednokratnu
intervenciju do koje je do{lo samo u periodu T :

L t=T
I‘:{o, t¢T}' (102

Drugom promenljivom, koju nazivamo "stepenik" promenljivom (engl. step variable),
opisujemo intervenciju do koje je do{lo u periodu T, a koja nadalje traje:
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It:{o, t<T}. (103)
1, t>T

Jedna od varijanti impulsne promenljive jeste tzv. pro{irena impulsna promenljiva (engl.
extended pulse variable). Ona se koristi za modeliranje intervencije do koje je doflo u

odre]enom periodu vremena
1, T,<t<T
1, :{ g 2}, (10.4)
0, ina-~e

Modeli intervencije su namenjeni merenju efekata intervencije. Postupak njihove
primene zapo-~inje izgradnjom ARIMA modela na osnovu opservacija vremenske serije
iz perioda pre nego {to je do{lo do intervencije. Pri tome se Koriste ranije izlo eni
postupci identifikacije ARIMA modela. Ukoliko se poka’e da je model adekvatan,
nakon ocene i provere njegove adekvatnosti, formiramo model intervencije u cilju
zaklju~ivanja o efektima intervencije.

Ako nam je nepoznat vremenski period u kome je do{lo do intervencije, tada nam je
zadatak da utvrdimo u kojim periodima i sa kojim efektima su spoljni doga]aji delovali
na pojavu ~iju vremensku seriju registrujemo. To mogu biti izvesni neo~ekivani
doga|aji ili ~ak i gre{ke u bele enju podataka vremenske serije koje dovode do pojave
nestandardnih opservacija koje odudaraju od ostalih opservacija. Fox (Foks) (1972) je
prvi izu~avao pojavu nestandardnih opservacija u vremenskim serijama. On je definisao
dva modela nestandardnih opservacija: aditivni i inovativni model.

Neka je Z, vremenska serija posmatranog stacionarnog procesa ~ijim opservacijama
raspola’emo, a X, vremenska serija koja ne sadr'i nestandardne opservacije.
Pretpostavljamo da X, opisujemo ARMA(p,q) modelom. Aditivni model nestandardne

opservacije (engl. additive outlier) u oznaci AO, defini{emo u obliku:

Z, =X, +ol" :?gﬁa)ltm, (10.5)

gde 17 predstavlja impulsnu promenljivu koja uzima vrednost 1 kod T —te
opservacije, a vrednost 0 kod ostalih opservacija.

Inovativni model nestandardne opservacije (engl. innovational outlier) u oznaci 10,
defini{emo u obliku:

Z, =X, +@a)|§” :@(6} +ol ). (10.6)
¢(B) ¢(B)

Dok prema aditivnom modelu dolazi do uticaja nestandardne opservacije samo na
nivo te opservacije, dotle se prema inovativnom modelu ose}a uticaj na sve opservacije
Z.,Z, ... nakon perioda T. Ovaj uticaj se rasprostire zahvaljuju}i memoriji modela
opisanoj sa 6(B)/¢(B). U op{tem slu~aju u vremenskoj seriji mogu postojati vi{e
nestandardnih opservacija oba tipa.
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U prakti~noj primeni modela (10.5) i (10.6) suo~avamo se sa problemom ocene
koeficijenata ARMA modela za seriju X, koja je "oslobo]ena" nestandardnih

opservacija. Da bismo dakle utvrdili prisustvno nestandardnih opservacija prvog ili
drugog tipa moramo prvo oceniti ARMA model za seriju X,. O-~igledno je da seriju

X, ne mo'emo formirati "oslobodiv{i" je nestandardnih opservacija, jer njihovo
prisustvo tek treba da utvrdimo.

Ukoliko zanemarimo prisustvo nestandardnih opservacija u vremenskoj seriji prilikom
ocenjivanja koeficijenata ARMA modela, dobilemo ocene kod kojih je problem
pristrasnosti veoma izra'en. Tako }e na primer varijansa procesa belog {uma & biti
precenjena. [tavi{e, kao {to je Tsay (1986) pokazao, prisustvo nestandardnih opservacija
uzrokuje pojavu pristrasnosti uzora~ke, obi~ne i parcijalne autokorelacione funkcije.
Kori{}enje tako pristrasno ocenjene obi~ne i parcijalne autokorelacione funkcije u fazi
identifikacije ARMA modela dove{}e do podcenjivanja ili precenjivanja reda polinoma
#(B) 1 O(B). Tiao (1985) i Tsay (1986) su definisali postupak za utvr|ivanje prisustva
i tipa nestandardne opservacije. Ovaj postupak je iterativne prirode po{to prisustvo
nestandardnih opservacija dovodi do pristrasnih ocena koeficijenata modela, pa se ne
moe istovremeno utvrditi postojanje nestandardnih opservacija i nepristrasno oceniti
model. Tsay (1988) je profirio ovaj iterativan postupak u pravcu obuhvata privremene
ili trajne promene nivoa vremenske serije, a tako]e i promene njene varijanse.

10.3 MODELI FUNKCIJE PRENOSA

Modeli funkcije prenosa (engl. transfer function models) uspostavljaju vezu izme|u
izlazne serije i jedne ili vi{e ulaznih serija. Tako se na primer mo e uspostaviti veza
izme|u potro{nje i raspolo ivog dohotka ili prodaje nekog proizvoda i tro{kova njegove
promocije. Za razliku od modela intervencije kod kojih su se ulazne serije odnosile na
ve{ta~ke promenljive ~ije su vrednosti 1 ili 0, kod modela funkcije prenosa ulazne serije
su stohasti~ke prirode.

Pretpostavka koja je zajedni~ka svim modelima funkcije prenosa ti~e se
stacionarnosti izlazne i svih ulaznih serija. Tako]e se pretpostavlja da ne postoji
povratna veza od izlazne ka ulaznoj promenljivoj. Drugim re~ima, ka'emo da su ulazne
promenljive egzogene. U navedenim primerima ovim modelima se opisuje prenos
uticaja raspolo’ivog dohotka na potro{nju, odnosno tro{kova reklamiranja na prodaju
proizvoda, a ne pretpostavlja se uticaj potro{nje na raspolo’ivi dohodak, ni uticaj
prodaje na tro{kove reklamiranja.

PoJimo od jednostavnog sistema sa jednom ulaznom i jednom izlaznom serijom koji
opisujemo modelom funkcije prenosa. Stacionarna izlazna serija Y, i stacionarna ulazna

serija X, me]usobno su povezane prema modelu funkcije prenosa:

Y, =v(B)X, +N,, (10.7)
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gde je polinom v(B)=v,+v,B+v,B*+..., @ N, je stacionarna serija "{uma" sistema i
nezavisna je od ulazne serije X,. Prema uobi~ajenoj terminologiji koji se koristi u
obja{njenju modela funkcije prenosa (Box i Jenkins (1976)), polinom v(B) naziva se
funkcija prenosa, a koeficijenti v, ponderi impulsnog odziva (engl. impulse response
weights). Kao funkcija od j, v; naziva se funkcija impulsnog odziva (engl. impulse
response function). Da bi model funkcije prenosa bio stabilan ponderi impulsnog odziva
moraju zadovoljiti uslov Z";O‘vj‘mo. Stacionarnost serija u modelu (10.7) posti'e se

diferenciranje serija ukoliko serije nisu ve} stacionarne.

U prakti~noj primeni modela funkcije prenosa umesto polinoma v(B) beskona~nog
reda isti iskazujemo u obliku koli~nika dva polinoma:

v(B) = @(B) g : (10.8)

5(B)
gde je w(B)=w,-®B-..—o,B°, §(B)=1-6B-...—5,B". Pri tome se pretpostavlja
da su svi koreni polinoma &§(B) po modulu manji od jedinice. Kao i u Poglavlju 10.2
veli~ina b ozna~ava vremenski period koji protekne pre nego {to se uticaj serije X,
prenese kroz sistem na seriju Y,, tj. b ozna~ava ka{njenje sistema. Kada se odrede
polinomi @(B) i1 &(B) i vrednost b, pondere impulsnog odziva izra~unavamo

izjedna~avanjem koeficijenata uz B’ u izrazu
5(B)v(B) = w(B)B". (10.9)
Box i Jenkinsov postupak izgradnje modela funkcije prenosa zasnovan je na

unakrsnoj korelacionoj funkciji. Za data dva stohasti~ka procesa X, i Y,, ka’emo da su

zdru“eno stacionarni ako su oba procesa stacionarna, a unakrsna kovarijansa izmeju je
funkcija samo vremenskog intervala s—t. Unakrsna kovarijaciona funkcija (engl. cross-
covariance function) izmeju X, i Y, je

71y (€)= EL(X, ~ 1) (Yo~ £4,)], K =0,21,22,.. (10.10)

gde je u, sredina procesa X,, a  sredina procesa Y,. Na osnovu unakrsne

kovarijacione funkcije defini{emo unakrsnu korelacionu funkciju (engl. cross-correlation
function):

7y (K)

xo-y

, k=0,£1,+2,... (10.11)

Py (K) =

gde su o, i o, standardne devijacije serije X, i Y,. O-igledno je p, (k)= p,(k), pa

unakrsna korelaciona funkcija predstavlja generalizaciju autokorelacione funkcije.
Me|utim, za razliku od autokorelacione funkcije unakrsna korelaciona funkcija nije
simetri~na funkcija u odnosu na po-etak, tj. p, (k)% p,,(-k). Umesto osobine
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simetri~nosti unakrsna korelaciona funkcija ima osobinu da je p, (k) = o, (-k). Prema

tome unakrsna korelaciona funkcija meri ne samo intenzitet, nego i smer mejusobne
veze izme|u serije X, i Y,. Zato je za ispitivanje povezanosti serije X, i Y, potrebno
ispitati unakrsnu korelacionu funkciju ne samo na pozitivnim vrednostima docnji nego i
na negativnim. U te svrhe koristimo grafi~ki prikaz unakrsne korelacione funkcije koji
se naziva unakrsni korelogram.

Mo e se uspostaviti veza izme|Ju unakrsne korelacione funkcije 1 funkcije prenosa.
Model funkcije prenosa (10.7) u periodu t+k glasi:

Y,

vk = VoK FVIX i # Vo Xy ot N (10.12)

Bez umanjenja op{tosti pretpostavimo da je =, =0. Ako pomno’imo sa X,
jedna~inu (10.12), a zatim odredimo o~ekivanu vrednost tog izraza dobijamo

7/xy (k) = Voyxx (k) + Vlﬂ/xx (k _1) + V27xx (k - 2) +.. (1013)

pa je unakrsna korelaciona funkcija

Py (K) = = [vp, () + 110, (k=D 41,0, (k=2)+..].  (10.14)
O

y
Kori{}enjem izraza (10.14) moe se formirati sistem jedna~ina na osnovu koga se
ponderi impulsnog odziva v; mogu izraziti u funkciji od p, (k) i p, (k). Zamena
populacionih  koeficijenata p, (k) 1 p (k) odgovarajuim uzora-kim ocenama

omogu}ila bi potom ocenjivanje pondera impulsnog odziva. Me|utim, ovaj pristup se ne
koristi jer su varijanse i kovarijanse uzora~ke ocene od p, (k) zavisne od

autokorelacione strukture serije X, kao {to je pokazano u izrazu (10.14). Ako
pretpostavimo da je ulazna serija X, proces belog {uma, tada je p (k)=0 za k=0,
pa se na osnovu jedna~ine (10.14) dobija
V=2 (K) (10.15)
(o}

X

Prema tome, ako je ulazna serija X, proces belog {uma, tada je funkcija impulsnog
odziva v, direktno proporcionalna unakrsnoj korelacionoj funkciji p, (k).

Zahtev da se ulazna serija X, dovede do procesa belog {uma ugrajen je u postupak

izgradnje modela funkcije prenosa kako su ga definisali Box i Jenkins (1976, 11.
Glava). U op{tem slu~aju pretpostavlja se da X, sledi ARMA proces

$.(B)X, =6, (B)e, (10.16)

gde je «, proces belog {uma. Serija
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G (10.17)
0.(B)

naziva se "izbeljena" ulazna serija (engl. prewhitened input series). Primenom istog
postupka "beljenja” izlazne serije dobi}emo filtriranu izlaznu seriju

_#.(B)
Yo (10.18)

Stavljaju}i & =6.*(B)g, (B)N,, model funkcije prenosa (10.7) pi{emo u obliku
B =v(B)e +e,. (10.19)

Prema tome, pondere impulsnog odziva v, mo’emo odrediti prema izrazu

V=22 p, (). (10.20)
O-a
Upravo izlo'eni na~in odre]ivanja funkcije impulsnog odziva ugrajen je u Box-
Jenkinsov postupak izgradnje modela funkcije prenosa. Oni su pof{li od uzora~ke
unakrsne korelacione funkcije odre|jene na osnovu n parova opservacija vremenskih
serija X, 1Y,. Uzora~ku unakrsnu korelacionu funkciju ra~unamo na osnovu izraza

Yy (K)
5,8

xy

/Sxy(k) = , k =O,i1, i2, (1021)
gde je
1k _ _
=3 (X = X) (Yo =Y), k=0,12,..
t=1

n—k
1 D =YX = X), k=0,-1,-2,...
=1

ni
S, =7 (0), S, =.7,(0), (10.22)

a X iY predstavlja uzora~ku sredinu serije X, i Y, respektivno.

Vi (K) =

Prilikom izgradnje modela funkcije prenosa koristimo rezultat Bartletta (1966) koji
omogu}ava proveru statisti~ke zna~ajnosti unakrsnih Kkorelacionih koeficijenata. Uz
pretpostavku da posmatrani procesi predstavljaju Gausov proces, Bartlett je izveo
aproksimativne varijanse i kovarijanse dva uzora~ka unakrsna korelaciona koeficijenta.
Uz dodatne pretpostavke da su dve serije X, i Y, nekorelirane i da serija X,

predstavlja proces belog {uma, prema Bartlettovom rezultatu mo emo odrediti pribli nu
vrednost varijanse uzora~kog unakrsnog korelacionog koeficijenta:

1
n—k

Var[p,, (k)] = (10.23)



10.3 Modeli funkcije prenosa 303

Prema tome, na osnovu izraza p, (k)v/n—k testiramo hipotezu H,: p, (k) =0, protiv
alternativne  hipoteze H,:p, (k)#0. Zna~i da se nultom hipotezom iskazuje
pretpostavka o nekoreliranosti serije X, 1 Y,.

Kori{}enjem uzora-kih ocena za p,,(k), o, I o, na osnovu izraza (10.20)

a

dobijamo preliminarnu ocenu pondera impulsnog odziva v,. Da bismo identifikovali
polinome w(B) i &(B) kao i vrednost b, Box i Jenkins (1976, ss. 350-351) su izveli
teorijske pondere impulsnog odziva za karakteristi~ne slu~ajeve polonima @(B) 1 5(B)

i veli~ine b. Pore]enjem preliminarno ocenjenih pondera i teorijskih pondera (sli~no
pore|enju uzora~kog i teorijskog korelograma) identifikujemo polinome kao i b.
Raspola’u}i preliminarnim ocenama pondera impulsnog odziva, a na oshovu izraza
(10.9) dobijamo preliminarne ocene funkcije prenosa (10.8). Na osnovu preliminarne
ocene funkcije prenosa fazu identifikacije modela funkcije prenosa zavr{avamo
identifikacijom ARMA modela za seriju "{uma". Ocenjujemo seriju "{uma"

N, =Y, - V(B)X, =Y, -5 *(B)@(B) X, (10.24)

a potom ra~unamo uzora~ku obi~nu 1 parcijalnu autokorelacionu funkciju u cilju
identifikacije ARMA modela:

#(B)N, = 0(B)¢, (10.25)

za proces "{uma". Kombinuju}i (10.8) i (10.25) dobijamo model funkcije prenosa
_oB)y 0B),
@) " )

do ~ijih ocena dolazimo u narednoj fazi izgradnje modela. U su{tini se koriste isti
metodi ocenjivanja koje smo izlo'ili u 7. Glavi.

(10.26)

Naposletku sledi faza provere adekvatnosti modela funkcije prenosa. Model }e biti
neadekvatan ukoliko su statisti~ki zna~ajni unakrsni korelacioni koeficijenti p,_. (k)
"izbeljene" serije ¢, i reziduala ocenjenog modela funkcije prenosa (10.26). Pored

statisti~ke zna~ajnosti pojedina~nih unakrsnih korelacionih koeficijenata mo emo
konstruisati i portmanteau test za testiranje hipoteze da su svi unakrsni korelacioni
koeficijenti jednaki nuli. Statistika ovog testa je

Q= m(m+2)z poz(K) (10.27)

j=0 m_J
gde je m broj raspolo”ivih reziduala. Q statistika ima aproksimativno y* —raspored sa
(K—-r—s) stepeni slobode. Model funkcije prenosa bi}e neadekvatan ako je model

"{fuma" neadekvatan. Adekvatnost modela "{uma" mo emo proveriti prema uobi~ajenom
postupku provere adekvatnosti modela koji je izlo’en u Odeljku 7.5.1. Kako je model
"{fuma" uslovljen adekvatno{}u modela funkcije prenosa, sugeri{e se da postupak
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provere zapo~nemo proverom adekvatnosti modela funkcije prenosa. Ukoliko
portmanteau test (10.27) uka e na neadekvatnost modela funkcije prenosa, nema potrebe
za proverom adekvatnosti modela "{uma". U tom slu~aju pristupa se ponovnoj
identifikaciji modela funkcije prenosa. U suprotnom proveravamo adekvatnost modela
“{uma".

Kod Grangera i Newbolda (1977) mo'e se pro~itati o kori{}enju modela funkcije
prenosa u slu~aju postojanja povratne veze od izlazne ka ulaznoj seriji. Analiza modela
funkcije prenosa u frekventnom domenu kao i unakrsna spektralna analiza izlo ena je
detaljno kod Weia (1990, 13. Glava). Haugh (Ho) i Box (1977), Haugh i Pierce (1977)
I Pierce (1977) izlo'ili su i koristili modifikaciju prvobitnog Box-Jenkinsovog postupka
izgradnje modela funkcije prenosa. U prvoj etapi njihove modifikacije odvojeni ARMA
modeli se formiraju za ulaznu i izlaznu seriju. Zatim se za dobijene serije reziduala
ra~una unakrsna Kkorelaciona funkcija i nastavlja postupak Box-Jenkinsa. Jedna od
primena ovog modifikovanog postupka je u testiranju postojanja i tipa uzro~ne veze
izme|u vremenskih serija.

10.4 KOINTEGRACIJA

U analizi vremenskih serija iskazan je interes za stacionarnim serijama ili
diferencama nestacionarnih serija, jer se na osnovu njih, kori{}enjem obi~nog i
parcijalnog korelograma, mo’e identifikovati ARMA model vremenske serije. Za
modeliranje dve ili vi{e serija izme]u kojih se mo’e uspostaviti uzro~ni poredak
koristimo modele funkcije prenosa. Sli~no modelima jedne serije i modeli funkcije
prenosa su bazirani na pretpostavci da su ulazne i izlazna serija stacionarne ili da to
mogu postati diferenciranjem. Prema tome, mo'e se re}i da je kori{}enje diferenciranih
serija u osnovi pristupa analizi vremenskih serija koji se izla’e u ovoj knjizi.

S druge strane, u ekonometrijskoj analizi vremenskih serija uobi~ajena praksa je bila
da se u regresionim modelima koristi nivo vremenske serija, a ne njena diferenca.
Ocenjivanje takvih regresionih modela je rezultiralo u visokoj vrednosti koeficijenta
determinacije i visokoj statisti~koj zna~ajnosti regresionih koeficijenata. Jedino {to je
kvarilo ovu idili~nu sliku jeste izrazito niska vrednost Durbin-Watsonove statistike.
Istra”ivanje Grangera i Newbolda (1974) je pokazalo da su navedeni rezultati o~ekivani.
Simulaciona analiza koju su oni sproveli ukazala je na uslovljenost dobijenih ocena
regresionog modela i njihove zna~ajnosti korelacionom strukturom vremenskih serija'. U

' Kao ilustraciju navodimo rezultate za slu~aj kada su serije u regresionom modelu generisane na
osnovu modela slu~ajnog hoda. ~ak i u slu~ajevima kada zavisna promenljiva nije statisti~ki povezana
sa obja{njavaju}im promenljivama, zbog nestacionarnosti serija dobijena prose~na vrednost korigovanog
koeficijenta determinacija kretala se u intervalu od 0.26 (u modelu sa jednim regresorom) do 0.59 (u
modelu sa pet regresora). Istovremeno se prose~na vrednost Durbin-Watsonove statistike kretala u
intervalu od 0.32 do 0.88. Standardni F —test na nivou zna~ajnosti od 5% u preko 76% do 95%
slu~ajeva sugerisao je odbacivanje nulte hipoteze o nepostojanju uticaja regresora na zavisnu
promenljivu. Ne{to ni“e vrednosti korigovanog koeficijenta determinacije su dobijene kada je umesto
modela slu~ajnog hoda kori{}en IMA(1,1) model za generisanje serija u regresionom modelu.
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ekonometrijskoj literaturi ova pojava poznata je pod nazivom la'ne regresije (engl.
spurious regression). Ona je obezvredila napore ekonometri~ara da kori{}enjem
podataka vremenskih serija ocene dugoro~nu veze izme|u posmatranih promenljivih.
Naime, autokoreliranost reziduala regresionog modela izme|u ostalog ima za posledicu
pristrasnu ocenu varijanse gre{aka. [tavi{e, na tu pristrasnost uti~e i autokoreliranost
regresora’. Kako se u regresionom modelu pri definisanju t—testa i F —testa Koristi
ocena varijanse gre{aka, o~ito je da }e zbog njene pristrasnosti rezultati ovih testova biti
tako]e pristrasni. Pokazalo se da testovi ~e{}e odbacuju nultu hipotezu o odsustvu
me|usobne zavisnosti izme|u regresora i zavisne promenljive, nego {to sugeri{u
uobi~ajeni nivoi zna~ajnosti tih testova.

Zbog navedenih posledica po rezultate testova predlagano je da se ekonometrijski
model oceni kori{}enjem ne nivoa, nego prvih diferenci vremenskih serija. Kako je
ve}ina ekonomskih vremenskih serija prvog reda integrisanosti, Kkori{}enjem prvih
diferenci dobili bismo da su sve promenljive u ekonometrijskom modelu stacionarne.
Napomenuto je da je raspored statistike t—testa i F —testa kao i ispravnost zaklju~aka
na osnovu njih uslovljena ispunjeno{}u pretpostavke o stacionarnosti. Prve diference
serija bi dakle otklonile problem pristrasnosti ovih testova, ali bi istovremeno
onemogut}ile izvo|enje dugoro~ne ravnote ne veze regresora i zavisne promenljive.

Poka“imo ta~nost tvrdnje iz prethodne re~enice na osnovu dinami~kog modela:
Y, =a+ X, +yX  +Y +¢&. (10.28)

Ako je |5|<1 model je stabilan i na dugi rok se posti'e ravnote'a, pa je Y, =Y,,=Y",
X, =X, =X" 1 &. Model u ravnote 'nom stanju glasi:

Y=o+ X, (10.29)

gde je o =al(l-6) i B =(B+y)I(1-0). Koeficijent £~ meri dugoro~ni uticaj
promene promenljive X,. Ako mejutim, koristimo model sa prvim diferencama

AY, = PAX, + )AX + OAY, , + &, (10.30)

tada je u ravnote'nom stanju AY, =AY, =AX,=AX_, =0, pa se ni{ta ne moe
zaklju~iti o dugoro~noj povezanosti Y, i X,. Ova dva, na prvi pogled, mejusobom ne
spojiva pristupa modeliranju veze izmeju Y, i X, povezuju se kroz pojam kointegracije

(engl. cointegration). Ka'emo da kointegracija predstavlja kariku koja prilikom
modeliranja povezuje nestacionarne, integrisane procese sa pojmom dugoro~ne ravnote e
ekonometrijskog modela.

Osnovnu ideju sadr anu u pojmu kointegracije mo emo izlo'iti na primeru dva para
nestacionarnih vremenskih serija sa Slike 10.2(a) i Slike 10.2(b). Vremenske serije na

2 Videti na primer: Jovi~i} (1981, ss. 112-115).
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Slici 10.2(a) tokom vremena se udaljavaju jedna od druge. Drugim re~ima, nemamo
utisak da njihova razlika predstavlja stacionarnu seriju. Tako]e se ~ini da ove
vremenske serije nisu istog reda integrisanosti.

{a} {b}

Slika 10.2 Dve nestacionarne vremenske serije: (a) nekointegrisane, (b) kointegrisane

S druge strane, kretanje dve vremenske serije na Slici 10.2(b) je usklajeno tokom
vremena, pa izgleda da su serije istog reda integrisanosti. [tavi{e, razlika izme|u njih,
ili u op{tem slu~aju linearna kombinacija X, i Y,, izgleda da predstavlja stacionarnu
seriju. Imaju}i upravo u vidu mejusobni odnos vremenskih serija sa Slike 10.2(b)
ka’emo da ako postoji dugoro~na povezanost dve nestacionarne serije njihova
kointegrisanost podrazumeva da su odstupanja od ravnote ne putanje stacionarna.

Prema Engleu i Grangeru (1987) za dve vremenske serije X, i Y, ka'emo da su
kointegrisane reda (d,b), gde d>b>0 (u oznaci: X,, Y,~CI(d,b)) ako je red
integrisanosti obe serije jednak d i postoji netrivijalna linearna kombinacija ovih serija,
na primer Z =aX,+a,Y,, ~iji je red integrisanosti (d—b). Vektor koeficijenata
linearne kombinacije [«,, «,] naziva se vektor kointegracionih koeficijenata (engl.
cointegrating vector). Uop{tenje na slu~aj vi{e vremenskih serija je direktno, pri ~emu
se napufta zahtev da svaka serija mora biti istog reda integrisanosti.

Pre nego {to se pozabavimo problemom testiranja kointegracije, uka'imo na
posledice kori{}enja kointegrisanih serija pri modeliranju njihove dugoro~ne veze. Ako
su X, i Y, prvog reda integrisanosti i mejusobom su kointegrisane sa vektorom

kointegracionih  koeficijenata [-4" ,1], tada na osnovu Grangerove teoreme

reprezentacije  postoji  reprezentacija u  formi  modela  korekcije  gre{kom®.
Preformulacijom modela (10.28) dobijamo model

¥ Na osnovu Grangerove teoreme reprezentacije va'i i obrnuto. Ako za obe serije, koje su prvog
reda integrisanosti, postoji reprezentacija u formi modela korekcije gre{fkom, onda su ove serije
kointegrisane.
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AY, =a+ BAX, + (5 -DY_, - B X, ]+e (10.31)

koji uklju~uje kako mehanizam korekcije kratkoro~ne dinamike, tako i dugoro~no
re{enje polaznog modela (10.28). Ovaj model naziva se model korekcije gre{fkom (engl.
error correction model). Uo~avamo da su u modelu (10.31) uklju~ene promenljive nivoa
(Y, 1 X,,) i prvih diferenci (AY, i AX,). Pofto su X, i Y, prvog reda integrisanosti,
. X, ~1Q) 1 Y ~I1@Q), tada su AX, i AY, stacionarne serije, tj. AX,~1(0) i
AY, ~1(0). Me]utim, kako su serije kointegrisane, njihova linearna kombinacija
Y,— B X, bi}e stacionarna. Prema tome, u modelu (10.31) svi regresori (AX, i
Y_,— B X,,) kao i zavisna promenljiva AY, su stacionarne serije, pa nema pojave
la’ne regresije niti ranije spomenutog problema u primeni t-—testa i F —testa.
Istovremeno, na osnovu koeficijenta B~ mo emo izmeriti dugoro~ni uticaj X, na Y,.
Dugoro~na veza izmeju X, i Y, obuhva}ena je u modelu (10.31) izrazom u srednjoj

zagradi. Ako je o blisko jedinici, tada je opravdano oceniti model u kome figuri{u
samo prve diference serija. Me|utim, u tom slu~aju jedino je mogu}e ispitati
kratkoro~ni uticaj X, na Y,. U op{tem slu~aju & je manje od jedinice, pa je model
samo sa prvim diferencama neadekvatan. Izraz u srednjoj zagradi igra klju~nu ulogu u
funkcionisanju modela. Pretpostavimo da je zavisna promenljiva rasla br'e nego {to je
to u saglasnosti sa ravnote nim stanjem. To ima za posledicu da }e Y., "odlutati" iznad

ravnote ne putanje, pa }e vrednost izraza u srednjoj zagradi biti pozitivna. Me]utim,
kako je (6-1)<1, do}i }e na kratak rok do usporenja rasta zavisne promenljive, {to }e

prisiliti Y, se vrati na dugoro~nu putanju. Zato se izraz Y_,-f X,, nhaziva
mehanizmom korekcije gre{kom.

Na osnovu obja{njenja modela korekcije gre{kom name}e se postupak provere
kointegrisanosti vremenskih serija. Prvo se ispituje da li je ispunjen preduslov za

postojanje kointegracione relacije izmeJu dve vremenske serije. Testovima jedini~nih
korena (videti Odeljak 7.3.2) proveravamo da li su serije 1(1) ili 1(0) procesi. Ako su

obe serije 1(1) procesi, onda se mo e pretpostaviti da su serije kointegrisane. Da bi se
to proverilo, ocenjuje se dugoro~na veza meju njima:

Y, =By + BX +U,. (10.32)

Ova stati~ka regresija naziva se kointegraciona regresija. Na osnovu ocenjenih reziduala

modela (10.32) testiramo nultu hipotezu da je G, ~I(1), protiv alternativne hipoteze da
je U, ~1(0). Kako su obe serije X, i Y, I(1) procesi, hipoteza da je 4, ~1(1) zna-~i
drugim re~ima da X, i Y, nisu kointegrisane. S druge strane, ako su reziduali modela

(10.32) stacionarni, tada }e serije biti kointegrisane. Testovi jedini~nih korena kao {to
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su Durbin-Watsonov test integrisanosti®, Dickey-Fullerov test ili pro{ireni Dickey-
Fullerov test mogu se Koristiti za testiranje stacionarnosti serije ocenjenih reziduala
modela (10.32). Skre}emo pa nju da kriti~ne vrednosti pro{irenog Dickey-Fullerovog
testa odreJujemo na osnovu podataka iz Tabele B6 (Dodatak B), pri ~emu vodimo
ra~una o broju vremenskih serija (vrednost N u Tabeli B6) izme]Ju koji ispitujemo
postojanje kointegracione veze.

Pored navedenih testova kointegracije, kod Englea i Grangera (1987) mogu se na}i
ostali testovi koji su zasnovani na tzv. vektorskim autoregresionim modelima. Na bazi
istih modela, ali su{tinski druga~iji pristup problemu testiranja kointegracije zagovara
Johansen (Johansen) (1988)° defini{u}i dva testa na principu koli~nika verodostojnosti.
Njegov postupak omogu}ava istovremeno utvr|ivanje broja kointegracionih veza u
skupu vi{e vremenskih serija, ocenu vektora Kkointegracionih Kkoeficijenata kao i
testiranje razli~itih ograni~enja koje na dugoro~nu vezu me|u serijama name}e
ekonomska teorija. Engle i Yoo (1987) su pro{irili prvobitni dvostepeni postupak
testiranja kointegracije razmatraju}i slu~aj razli~ite du’ine vremenskih serija i razli~itog
broja promenljivin. U radu iz 1991. godine isti autori defini{u trostepeni postupak
testiranja koji omogu}ava efikasno ocenjivanje kointegracione jedna~ine, {to ina~e nije
bilo mogu}e primenom dvostepenog postupka. Me|utim, bolje statisti~ke osobine
Johansenovog postupka u odnosu na trostepeni postupak Englea i Yooa i ve}a ja~ina
njegovog testa kointegracije, obja{njavaju za{to je poslednjih godina u empirijskim
radovima preovladala primena Johansenovog testa.

U radu Hylleberga, Englea, Grangera i Yooa (1990) pro{iren je pojam kointegracije
na sezonske vremenske serije, uvo]enjem tzv. sezonske kointegrisanosti. Ranije izlo eni
test sezonske integrisanosti, nazvan HEGY test, mo'e se Koristiti i za testiranje
postojanja sezonske kointegrisanosti meJu vremenskim serijama.

10.5 MODELI VEKTORSKIH VREMENSKIH SERIJA

U ovom poglavlju istovremeno posmatramo ponafanje dve ili vi{e vremenskih serija.
Na primer, svakog meseca bele’imo kretanje cena, plata, deviznog kursa, nov~ane mase
I proizvodnje. Interes nam je da konstrui{emo vi{edimenzioni model koji }e opisati
kretanje i me]usobne uticaje navedenih serija. Jedan pristup ovom zadatku bazira se na
ekonometrijskom modelu simultanih jedna~ina. Me|utim, ukoliko nam ekonomska
teorija ne pru'a dovoljno elemenata za konstruisanje strukturnog ekonometrijskog
modela, alternativa je u definisanju vi{edimenzionog, odnosno vektorskog ARIMA
modela. U tom cilju }emo pojmove koje smo uveli u analizi jedne vremenske serije
pro{iriti tako da se odnose i na vi{edimenzione vremenske serije. Ina~e, prvi korak u

* Kada ovaj test koristimo za testiranje kointegracije nazivamo ga Durbin-Watsonov test
kointegracije ili CIDW test.

* Videti tako]e Johansen i Juselius (Juselius) (1990) odakle je preuzeta tabela kriti~nih vrednosti
Johansenovog testa (Tabela B12 u Dodatku B).
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tom pravcu u~injen je u Poglavlju 10.3 definisanjem unakrsne kovarijacione funkcije za
dve vremenske serije.

Neka je X{=[X,, X,..... X ], t=0,£#1,%2,..., m—dimenzioni vektorski stohas-
ti~ki proces. Proces X, je slabo stacionaran ako je E(X;,)=s, konstantno za svako
i=12,...,m i kovarijansa izmeJu X; i X, je funkcija samo vremenskog intervala

(s—t) za svako i=1,2,...m i j=12,..,m. Sredina p i autokovarijaciona matrica
I'(k) za k—tu docnju procesa X, je

H
p=E(X) = "7, T =Cov(X,,X) = E[(Xo ~m(X, -]

M
ruK) () (k)

721:(k) 722:(k) 711:(") V(X X.L), 1039)

7/m1(k) 7m2(k) 7mm(k)

gde je Yij (k) =E(X; _:ui)(xj,t _ﬂj) =E(X;, _/ui)(xj,t+k _:Uj) za k=0,£1%2,..,
i=12,...m i j=12,..,m. Autokovarijaciona matrica je funkcija k —te docnje, pa se
naziva funkcija autokovarijacione matrice vektorskog procesa X,. Dijagonalni elementi
autokovarijacione matrice na razli~itim docnjama su autokovarijacione funkcije y;(k),
za i=12,..,m, a y;(k) za i,j=12,.,m je unakrsna kovarijaciona funkcija izme|u
X, T X;;. Ako u r(k) stavimo k=0, dobijena matrica I'(0) predstavlja
kovarijacionu matricu procesa.

it

O~igledno je na osnovu definicije, da slaba stacionarnost vektorskog stohasti~kog
procesa implicira slabu stacionarnost svake komponente procesa. Mejutim, obrnuto ne
va'i. Slaba stacionarnost svake komponente procesa ne implicira slabu stacionarnost
vektorskog stohasti~kog procesa, jer se jo{ zahteva da i unakrsna kovarijaciona funkcija
dve komponente procesa bude funkcija samo vremenskog intervala.

Na osnovu funkcije autokovarijacione matrice i kovarijacione matrice procesa,
defini{emo funkciju autokorelacione matrice vektorskog stohasti~kog procesa. Ona glasi

p(k) =D™*T(k)D ™2, (10.34)

gde je D dijagonalna matrica ~iji je i-ti element varijansa i-te komponente
vektorskog procesa. Funkcije autokovarijacione i autokorelacione matrice imaju sli~ne
osobine kao i njihovi jednodimenzioni analogoni. Ove dve funkcije su pozitivno
semidefinitne kao i jednodimenziona autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija.
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MeJutim, dok za y, i p, va'i osobina simetri~nosti, u vi{edimenzionom slu~aju je
I'(k)=I"(-k) i p(k)=p'(-k). Mo e se pokazati da je kod vektorskih procesa i .

Na osnovu uop{tenja Woldove teoreme razlaganja® sledi da se ma koji stacionarni
vektorski stohasti~ki proces (nazivamo ga linearni proces ili potpuno nedeterministi~Ki
vektorski proces) mo e izraziti u slede}em obliku:

X, =p+e+We  +We ,+.=p+> ¥Ye_;, (10.35)
-0

gde je ¥, =I (mxm) jedini~na matrica, ¥, su (mxm) matrice koeficijenata i e su

m—dimenzioni vektorski procesi belog {uma ~ija je sredina jednaka nuli, a
kovarijacione matrice

(10.36)

{Z, za k:O}
E(St—k'at)z )

0, za k%0

gde je X proizvoljna (mxm) simetri~na pozitivno definitna matrica. Na osnovu

kovarijacionih matrica vektorskog procesa belog {uma zaklju~ujemo da elementi vektora
g, mogu biti korelirani u istom vremenskom periodu. Kori{}enjem operatora docnje

linearni proces pi{emo u sa etijem obliku
X, —n=Y(B)g,, (10.37)

gde je ¥(B) =Z°j°:0‘1' ;BJ. Ovaj oblik procesa naziva se Woldova ili MA reprezentacija
vektorskog stohasti~kog procesa.
Ako linearni proces napi{emo u obliku
X,—p=IL(X,—p)+I,(X_,—p)+..+¢g
(B)(X, - p) =¢, (10.39)

gde je H(B)=I—Z°;OHJBJ', a I, su (mxm) matrice autoregresionih koeficijenata,

ka'emo da smo dali AR reprezentaciju vektorskog procesa. Umesto modela (10.37) i
(10.39) sa beskona~nim brojem matrica koeficijenata defini{femo klasu ekonomi~nih
vi{edimenzionih ARMA(p,q) modela

@ (B)X, =0, (B)s,, (10.40)

gde ® (B)=®,-®B-®,B°-..-® B" i ©,(8)=0,-0,8B-0,B°-..-0_B" su
autoregresione matrice i matrice pokretnih proseka ~iji su elementi polinomi po
operatoru docnje reda p i q respektivno. Matrice @, i ©®, su nesingularne (mxm)

¢ Za dokaz videti: Hannan (1970).
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matrice, a obi~no pretpostavljamo da je ®,=0,=1. Modeli iz ove klase nazivaju se

modeli vektorskih autoregresionih procesa pokretnih proseka, a ozna~avaju se kao
VARMA modeli.

Ako u model (10.40) stavimo p=0 dobi}emo vektorski MA(g) model. Za ovaj
proces ka'emo da je invertibilan ako su koreni [2°1-4"'@,-..-© =0 manji po
modulu od jedinice. Ako u model stavimo q=0 dobi}emo vektorski AR(p) model. Za
ovaj proces ka'emo da je stacionaran ako su koreni ‘/1"1—/1"*%1)1—...—(1)[,‘:0 manji
po modulu od jedinice.

Mejutim, uslovi stacionarnosti i invetibilnosti nisu dovoljni da se na osnovu
autokovarijacionih matrica jednozna~no defini{fe VARMA model. [tavi{e, uvek }e
postojati vi{e razli~itih, ali ekvivalentnih formi istog modela, pa }e biti i vi{e razli~itih
slupova ograni~enja koja se mogu nametnuti na model da bi se obezbedila
jednozna~nost reprezentacije. Zato su uslovi za identifikaciju VARMA modela
vi{estruko slo eniji od uslova za jednodimenzione ARMA modele, pa ~ak i od uslova
za identifikaciju ekonometrijskih modela simultanih jedna~ina’.

Box i Jenkinsov iterativni postupak izgradnje ARIMA modela Koristi se i za
izgradnju VARMA modela. Mada je izvr{eno uop{tavanje sredstava za odre|ivanje reda
procesa i diferenciranja® iz 7. Glave (kao {to su uzora~ka obi~na i parcijalna
autokorelaciona funkcija) i za vektorske procese postupak identifikacije VARMA
modela je veoma sloen posao®. U etapi ocenjivanja modela problem nam predstavlja i
dimenzija procesa. Naime, broj koeficijenata koje treba oceniti raste sa kvadratom m
(m je broj komponenata u vektorskoj vremenskoj seriji). Re{enje ovog problema se
tra’i u nametanju ograni~enja na koeficijente modela, da bi se na taj na~in smanjio broj
koeficijenata koje ocenjujemo. Naj~e{}e se na osnovu preliminarne analize vrednost
pojedinih elemenata iz matrice koeficijenata izjedna~ava sa nulom.

Alternativa ovom re{enju tra’i se u aproksimaciji VARMA modela vektorskim AR
(VAR) modelom. Pored toga {to se ovi modeli koriste u svrhe prognoze kao i ostali
modeli vremenskih serija, oni predstavljaju poku{aj zasnivanja radikalno druga~ijeg
pristupa modeliranju vi{edimenzionih serija nego {to je pristup na bazi klasi~nog
ekonometrijskog modela simultanih jedna~ina. Prema Simsu (Simz) (1980) su{tinska
razlika izmeju VAR modela i strukturnog ekonometrijskog modela ogleda se u tome {to
kod VAR modela nema: a priorne podele promenljivih na endogene i egzogene, nultih
ograni~enja na koeficijente i ekonomske teorije na kojoj se model zasniva. Ovi modeli

" Videti na primer: Granger i Newbold (1977, ss. 219-224).

% [to se ti~e diferenciranja serija pri izgradnji vi{edimenzionog modela, napominjemo da svaka od
komponenti vektorske serije ne mora biti istog reda integrisanosti. Zbog toga, a i zbog mogu}e
kointegrisanosti vremenskih serija diferenciranju nestacionarne vektorske vremenske serije treba pa’ljivo
pristupiti.

% Za prakti~an postupak modeliranja vi{edimenzione vremenske serije videti: Tiao i Box (1981).



312 Glava 10 Ostali modeli

predstavlja naj~e{}e kori{}enu klasu modela vektorskih vremenskih serija u ekonomiji*®
uprkos ozbiljnim prigovorima koji im se upu}uju.

' Tako se na bazi VAR modela defini{e pojam uzro~nosti, u ekonometrijskoj literaturi poznatiji pod
nazivom Grangerova uzro~nost (Granger (1969) i Sims (1972)), zatim egzogenost (Engle, Hendry i
Richard (Ri~ard) (1983)) kao i postupak njihovog testiranja. Poku{aj strukturne analize na bazi VAR
modela je izloen u radovima Simsa (1980), (1982), dok je kod Zellnera (Zelner) i Palma (Palm) (1974)
data veza VARMA modela i dinami~kih strukturnih ekonometrijskih modela.
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Dodatak A

Godisnje vremenske serije

Godina| S1 | s2 | s3 | s4 | s5s | s6 S7 S8
1946 36 33 - - - - - -
1947 56 50 - - - - - -
1948 69 62 - - - - - -
1949 74 70 - - - - - -
1950 76 72 - - - - - -
1951 74 69 - - - - - -
1952 70 68 31.0 - 226.5 52.5 341.6 -
1953 77 76 36.8 - 273.0 66.3 352.6 -
1954 86 86 355 - 2674 701 3525 10810
1955 100 100 395 - 302.1 776 3676 9380
1956 113 110 37.2 - 287.6 83.7 407 4 12,978
1957 134 129 470 - 366.8 101.2 448.9 15,894
1958 156 143 452 - 355.9 117.6 510.1 24 472
1959 178 162 56.8 - 452.6 142.2 544.6 22,637
1960 208 186 58.0 - 467.2 158.7 590.9 28,276
1961 221 200 59.9 - 487.1 188.5 665.8 38,946
1962 235 214 62.3 - 511.6 190.0 770.0 43255
1963 276 247 69.3 - 5752 188.4 849.3 44316
1964 329 286 76.5 106,662 641.5 212.5 932.2 45,647
1965 354 310 77.5 108,638 656.1 1974 1,020.8 48,992
1966 364 322 83.2 115,547 713.0 219.0 1,112.0 54413
1967 363 322 839 118628 7256 2253  1,1970 54602
1968 379 342 847 136692 7386 2437  1279.1 56830
1969 420 381 93.1 159115 8222 2613 14102 54784
1970 461 416 954 162,401 850.2 286.4 1,521.2 54,904
1971 517 459 102.8 144 552 9247 293.0 1,682.6 51,286
1972 565 495 106.3 158,310 965.6 284.7 1,801.9 52,390
1973 603 524 110.7 198,841 10134 279.3 1,940.9 52913
1974 672 580 118.9 237465 1,099.5 303.5 2,079.7 57,894
1975 714 613 1214 286418 11,1332 331.1 22323 59,725
1976 746 633 126.1 337,509 1,189.3 384.6 2,404.9 60,039
1977 817 693 134.9 391,535 1,284.7 4279 2,602.6 52,674
1978 887 753 141.1 417,204 1,356.3 4737 2,804.7 54,119
1979 961 813 1500 434045 14548 5046 29956 63343
1980 1014 847 152.9 442259 1,505.0 481.6 3,141.3 54,609
1981 | 1066 882 1544 440472 15308 4413 32898 62,110
1982 1,069 883 155.1 461944  1,549.7 418.2 34213 59,909
1983 | 1078 895 1515 474267 15246 3719 35469 54927
1984 1,148 945 152.8 496,852 1,548.7 351.8 3,596.8 55,205
1985 1,183 970 152.1 527,830 1,553.0 328.9 3,680.5 52,881
1986 1,222 1,008 156.7 557913 1,610.3 329.0 3,773.2 53,135
1987 1,231 1,014 153.1 558,055 1,583.8 330.3 3,855.8 47228
1988 1,242 1,007 150.1 578,344  1,563.2 281.3 3,966.6 47,296
1989 1,253 1,016 152.1 607,313 1,592.8 305.6 4,052.7 51,045
1990 1,099 906 138.6 663474 1459.1 2441 4,132.4 44978
1991 - 725 - 714224  1,298.1 210.1 4231.8 30,496
1992 - - - 747,542 - - - -




Vremenske serije koriSéene za ilustraciju

325

Serija S9: Kvartalni indeks industrijske proizvodnje u SR Jugoslaviji (1992=100)

Godina| I | m [ m | 1v
1987 | 1750 1758 1585 1862
1988 | 1769 1780 1652 188.1
1989 |180.3 1862 1586 1862
1990 | 1606 1465 1386 159.3
1991 | 1307 1309 1188 1285
1992 1195 1129 792 884
1993 | 717 651 544 597
1994 | 534 - : :

Serija S10: Kvartalni indeks industrijske proizvodnje u Srbiji (1989=100)

Godinal] I | m [ m [ 1v
1972 | 423 463 421 498
1973 | 456 494 469 525
1974 | 503 552 515 597
1975 | 554 589 535 627
1976 | 572 596 573 673
1977 | 634 665 628 710
1978 | 687 721 677 718
1979 | 757 786 713 846
1980 | 803 815 733 9l
1981 | 857 862 784 926
1982 | 846 857 782 905
1983 | 839 852 792 942
1984 | 870 902 851 102.1
1985 | 888 950 874 104.1
1986 | 967 973 883 1054
1987 | 988 990 886 1045
1988 |1002 989 905 1057
1989 | 1023 1027 90.1 1047
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Dodatak A

Serija S11: Kvartalni indeks industrijske proizvodnje u bivSoj Jugoslaviji (1989=100)

Godina| | e m | v
1956 | 103 117 125 143
1957 | 125 139 144 162
1958 | 143 154 155 1738
1959 | 157 176 179 203
1960 | 187 207 203 2238
1961 | 204 223 218 240
1962 | 214 232 234 265
1963 | 237 272 273 307
1964 | 283 317 314 352
1965 | 318 343 335 372
1966 | 335 359 350 382
1967 | 340 358 346 378
1968 | 344 379 372 418
1969 | 380 429 424 450
1970 | 422 463 451 500
1971 | 468 518 495 544
1972 | 518 555 527 581
1973 | 553 591 556 615
1974 | 604 650 613 695
1975 | 660 690 629 726
1976 | 677 686 664 769
1977 | 742 775 728 814
1978 | 80.1 842 788 892
1979 | 864 909 850 962
1980 | 924 946 859 1005
1981 | 948 100.1 916 1028
1982 | 972 1003 910 1016
1983 | 970 100.1 925 1049
1984 | 1004 1056  98.1 1124
1985 1030 109.1 998 1157
1986 | 1100 1130 1033 1180
1987 | 1134 1154 1028 1156
1988 | 1122 1121 1020 1155
1989 | 1155 1166 1024 1143
1990 {1072 991 919 1008
1991 | 86.0 - - -
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Serija S12: Kvartalna nezaposlenost u bivsoj Jugoslaviji (u hiljadama)

Godina| 1 | m | m | 1v
1961 | 233 175 156 201
1962 | 286 226 197 238
1963 | 318 224 176 202
1964 | 273 196 174 206
1965 | 275 228 203 242
1966 | 304 256 220 251
1967 | 300 263 238 275
1968 | 334 304 202 315
1969 | 382 33 295 310
1970 | 368 327 292 291
1971 | 326 290 267 282
1972 | 327 306 303 326
1973 | 387 375 374 391
1974 | 445 435 444 471
1975 | 529 522 536 574
1976 | 622 62 633 664
1977 | 711 691 687 714
1978 | 744 725 721 743
1979 | 774 749 750 775
1980 | 799 771 777 795
1981 | 816 789 799 830
1982 | 859 848 855 888
1983 | 915 898 905 922
1984 | 959 946 980 1010
1985 [ 1037 1022 1035 1065
1986 | 1096 1082 1082 1087
1987 | 1094 1068 1068 1093
1988 | 1,20 1116 1122 1,165
1989 1,191 1,178 1,198 1,240
1990 | 1271 1277 1313 1374
1991 1,433 1,489 1,541 1,543

Serija S13: Mesecni indeks industrijske proizvodnje u SR Jugoslaviji (1992=100)
Godina | JAN | FEB | MAR | APR | MAJ | JUN | JUL | AVG | SEP | OKT | NOV | DEC
1987 | 1587 173.1 1932 1805 1717 1752 1439 1533 1785 1885 1826 1876
1988 1596 1764 1947 1781 1746 1812 1440 1678 183.7 189.1 1790 196.2
1989 170.1 1744 1964 188.8 1822 187.6 1348 1614 1796 1932 1844 1809
1990 1542 1587 1690 1490 141.8 1489 1253 138.6 1520 169.1 156.7 1520
1991 1294 1256 137.1 1334 1303 129.1 1103 121.0 125.1 1303 125.1 130.1
1992 1074 1207 1304 1203 116.6 101.7 72.6 76.4 88.7 94.0 82.3 89.0
1993 654 71.7 779 68.1 63.1 64.0 51.8 54.6 56.8 61.5 58.6 59.1
1994 459 51.6 62.6 64.7 60.4 - - - - - - -




328

Dodatak A

Serija S14: Mesecni indeks industrijske proizvodnje u Srbiji (1989=100)

Godina

JAN | FEB | MAR [ APR | MAJ | JUN | JUL [AVG | SEP | OKT | NOV | DEC

1972
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989

385 418 46,6 447 463 480 396 395 473 499 488 507
433 446 488 480 504 497 438 465 504 535 516 524
471 488 550 545 554 559 483 508 555 600 568 624
523 546 594 599 584 585 488 513 605 637 595 6438
529 566 @ 62.1 582 585 621 520 567 632 658 646 716
593 621 690  66.1 666 670 556 630 696 70.1 683 745
632 670 759 707 727 727 586 684 760 785 154 796
716 730 826 784 792 781 636 726 777 843 812 882
747 809 853 831 81.1 803 636 737 825 934 887 912
800 883 8.7 876 847 862 697 779 &5 918 901 959
797 816 926 879 833 858 675 791 880 913 864 937
790 813 914 852 820 84 673 798 906 955 926 944
824 835 950 902 871 933 766 843 944 1044 1003 1015
814 864 987 961 951 938 79.1 86.7 964 1049 999 1075
932 940 1028 980 958 982 803 863 984 106.1 1042 106.0
902 981 1080 1010 972 989 80.1 858 999 1057 1023 105.6
916 100.1 1089 995 971 1000 813 885 101.6 1055 1005 1112
966 99.1 1112 1024 1029 1029 793 89.8 1012 108.1 1033 102.7
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Serija S15: Mesec¢ni indeks industrijske proizvodnje u bivSoj Jugoslaviji (1989=100)

Godina | JAN | FEB | MAR | APR [ MAJ | JUN [ JUL [ AVG | SEP | OKT | NOV | DEC
1956 | 103 92 115 109 116 126 116 127 132 145 140 144
1957 | 119 121 134 137 138 143 135 145 151 158 157 170
1958 | 138 140 151 151 151 159 144 155 168 176 169 190
1959 | 144 153 174 168 171 188 164 174 198 199 190 220
1960 | 168 184 210 204 200 216 188 203 216 227 213 245
1961 | 187 198 228 219 221 228 198 224 232 239 232 248
1962 | 203 204 233 220 233 242 216 239 249 269 257 270
1963 | 215 227 269 270 270 275 258 275 288 315 296 31
1964 | 260 281 307 314 311 327 297 310 335 351 336 369
1965 | 294 304 355 351 326 352 304 333 367 369 347 400
1966 | 304 325 376 362 345 37. 318 354 379 375 362 409
1967 | 313 331 377 350 356 366 317 351 370 386 362 385
1968 | 319 339 375 377 379 380 351 375 39.0 427 40. 426
1969 | 353 368 420 422 427 438 398 419 454 476 431 443
1970 | 390 415 461 459 454 476 423 446 483 503 488 509
1971 | 427 462 515 514 505 535 465 489 530 545 515 571
1972 | 476 512 566 536 557 573 476 538 567 586 566 593
1973 | 525 541 592 574 600 598 515 562 590 632 609 602
1974 | 572 586 653 648 647 654 574 606 661 700 660 726
1975 | 626 652 703 707 68.1 68.1 578 618 692 737 703 739
1976 | 643 664 726 675 672 710 596 664 732 755 748 804
1977 | 693 723 809 772 768 185 642 740 802 809 785 846
1978 | 747 778 877 820 849 858 692 804 868 900 867 908
1979 | 806 840 947 885 916 926 746 868 937 97.1 936 980
1980 | 856 933 984 954 941 943 765 859 955 1031 980 100.6
1981 | 878 932 1034 1006 980 1018 829 905 1013 1038 999 1047
1982 | 907 950 1058 101.8 973 1018 81. 908 1012 1019 968 106.1
1983 | 909 941 1059 985 974 1045 798 943 1034 1068 1009 107.1
1984 | 938 986 1089 1037 1042 1088 885 986 107. 1155 1099 1119
1985 | 944 1004 1142 1097 1087 109.1 900 994 1099 1173 1113 1184
1986 | 1060 1069 117.1 1139 1112 1141 931 1015 1152 1185 1160 119.6
1987 | 1037 1129 1237 1165 1126 1170 934 1002 1149 1172 1128 1169
1988 | 1032 1122 1211 1110 1099 1155 908 1009 1144 1155 1099 121.1
1989 | 1076 1121 1267 1155 1155 1188 908 103.1 1132 1188 1132 1110
1990 | 1020 1054 1142 1003 970 100.1 833 924 100. 1089 1005 932
1991 | 835 832 913 817 785 - ] - : - - -
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Serija S16: Mesecna nezaposlenost u bivSoj Jugoslaviji (u hiljadama)

Godina | JAN | FEB | MAR | APR | MAJ | JUN [ JUL | AVG | SEP | OKT | NOV | DEC
1961 | 236 245 218 193 177 154 151 154 162 172 199 233
1962 | 267 296 294 257 218 202 198 197 196 208 233 274
1963 | 309 339 307 263 221 187 176 175 177 181 197 229
1964 | 273 288 259 223 193 172 172 171 180 188 202 228
1965 | 266 285 275 250 229 206 199 197 212 221 237 267
1966 | 292 310 309 283 256 230 220 214 225 236 251 265
1967 | 290 305 306 287 264 238 234 233 246 257 276 291
1968 | 319 338 344 329 303 280 288 292 295 303 314 327
1969 | 360 389 396 378 334 295 294 293 299 303 311 316
1970 | 350 374 379 358 330 294 289 291 297 294 289 290
1971 | 313 329 335 314 292 264 265 266 271 274 283 290
1972 | 313 334 335 323 306 289 296 301 311 316 327 334
1973 | 367 391 403 394 376 354 368 375 379 381 393 399
1974 | 429 449 456 450 436 418 434 443 456 462 473 479
1975 | 508 535 543 540 524 502 521 534 553 564 575 584
1976 | 605 624 636 636 627 604 622 630 647 660 667 665
1977 | 693 714 725 720 694 660 676 68 698 707 717 717
1978 | 734 748 751 738 729 708 720 724 737 74T 744 738
1979 | 757 780 785 774 753 720 738 746 767 771 778 75
1980 | 788 804 805 792 770 751 768 771 792 794 801 789
1981 | 806 819 824 811 793 763 784 795 817 825 832 833
1982 | 844 859 874 867 848 828 843 852 871 882 894 888
1983 | 902 917 927 913 896 885 899 903 914 920 931 916
1984 | 943 958 976 965 947 926 964 982 995 1006 1012 1013
1985 1024 1034 1053 1041 1021 1005 1023 1033 1048 1061 1069 1064
1986 1083 1099 1,107 1,104 1083 1058 1074 1082 1089 1088 1089 1085
1987 1084 1097 1,001 1087 1067 1050 1060 1064 1080 1091 1,100 1087
1988 1,09 1,20 1,131 1,125 L1113 1111 1118 1,122 1,127 1,154 1,168 1,173
1989 | 1,187 1,92 1,193 1,187 1,178 1,170 1,187 1,198 1209 1228 1243 1248
1990 | 1266 1270 1278 1279 1274 1277 1294 1310 1335 1358 1376 17389
1991 | 1415 1428 1455 1478 1489 1499 1534 1550 1540 1541 1556 1532

Serija 17: Nedeljne stope rasta cena na malo u SR Jugoslaviji u 1994. godini.

Mesec Nedelja

1 | 2 ] 3 ] 4 | s

Februar | -0.5 1.5 03 -19
Mart -0.3 09 -0.2 -0.3 -0.3

April | -0.7 1.8 -04 -04

Maj 1.0 14 -09 0.1
Jun -0.3 00 20 -1.9 -0.3

Jul -04 0.2 -02 -0.1
Avgust [ 0.1 0.0 -0.2 0.5 0.3
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Dodatak B

Tabela B1 Vrednosti normalne standardizovane funkcije rasporeda

000 001 002 003 004 005 006 007 008 0.9
0.0 | 05000 04960 04920 04880 04840 04801 04761 04721 04681 04641
01 | 04602 04562 04522 04483 04443 04404 04364 04325 04286 04247
02 | 04207 04168 04129 04090 04052 04013 03974 03936 03897 0.3859
03 | 03821 03783 03745 03707 03669 03632 03594 03557 03520 0.3483
04 | 03446 03409 03372 03336 03300 03264 03228 03192 03156 03121
05 | 03085 0305 03015 02981 02946 02912 02877 02843 02810 02776
06 | 02743 02709 02676 02643 02611 02578 02546 02514 02483 02451
07 | 02420 02389 02358 02327 02296 02266 02236 02206 02177 02148
08 | 02119 0209 02061 02033 02005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867
09 | 01841 01814 01788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611
10 | 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379
11 | 0357 0.335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
12 | 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
13 [ 00968 00951 00934 00918 00901 00885 00869 00853 00838 00823
14 | 00808 00793 00778 00764 00749 00735 00721 00708 00694 0.0681
15 | 00668 00655 00643 00630 00618 00606 00594 00582 00571 0.0559
16 | 00548 00537 00526 00516 00505 00495 00485 00475 00465 00455
17 | 00446 00436 00427 00418 00409 00401 00392 00384 00375 00367
18 | 00359 00351 00344 00336 00329 00322 00314 00307 00301 00294
19 | 00287 00281 00274 00268 00262 00256 00250 00244 00239 00233
20 | 00228 00222 00217 00212 00207 00202 00197 00192 00188 00183
21 | 00179 00174 00170 00166 00162 00158 00154 00150 00146 00143
22 [ 00139 00136 00132 00129 00125 00122 00119 00116 00113 00110
23 | 00107 00104 00102 00099 00096 00094 00091 00089 00087 0.0084
24 | 00082 00080 00078 00075 00073 00071 00069 00068 00066 00064
25 | 00062 00060 00059 00057 00055 00054 00052 00051 00049 0.0048
26 | 00047 00045 00044 00043 00041 00040 00039 00038 00037 00036
27 | 00035 00034 00033 00032 00031 00030 00029 00028 00027 00026
28 | 00026 00025 00024 00023 00023 00022 00021 00021 00020 00019
29 | 00019 00018 00018 00017 00016 00016 00015 00015 00014 00014
30 | 00013 00013 00013 00012 00012 00011 00011 00011 00010 00010
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Tabela B2 Kriticne vrednosti Studentovog rasporeda

Stepeni Nivo znacajnosti
slobode | 259, | 102 | 5% | 25% | 1% | 05%

1 10000 30777 63137 127062 318210  63.6559
2 08165 18856 29200 43027 69645  9.9250
3 07649 16377 23534  3.1824 45407  5.8408
4 07407 15332 21318 27765 37469  4.6041
5 07267 14759 20150 25706 33649  4.0321
6 07176 14398 19432 24469  3.1427 37074
7 07111 14149 18946 23646 29979  3.4995
8 07064 13968 18595 23060  2.8965  3.3554
9 07027 13830 18331 22622 28214 32498
10 06998 13722 18125 22281 27638  3.1693
11 06974 13634 17959 22010 27181  3.1058
12 06955 13562 17823  2.1788 26810  3.0545
13 06938 13502 17709  2.1604 26503  3.0123
14 06924 13450 17613  2.1448 26245 29768
15 06912 13406 17531 21315 26025 29467
16 06901 13368 17459  2.1199 25835  2.9208
17 06892 13334 17396 21098 25669  2.8982
18 06884 13304 17341  2.1009 25524  2.8784
19 06876 13277 17291 20930 25395  2.8609
20 06870 13253 17247 20860 25280  2.8453
21 06864 13232 17207 20796 25176 28314
2 06858 13212 17171 20739 25083  2.8188
23 06853 13195 17139 20687 24999  2.8073
24 06848 13178 17109 20639 24922 27970
25 06844 13163 17081 20595 24851 27874
26 06840 13150 17056 20555 24786  2.7787
27 06837 13137 17033 20518 24727 27707
28 06834 13125 17011 20484 24671 27633
29 06830 13114  1.6991 20452 24620  2.7564
30 06828 13104 16973 20423 24573 27500
31 06825 13095 16955 20395 24528  2.7440
2 06822 13086 16939 20369 24487 27385
33 06820 13077 16924 20345 24448 27333
34 06818 13070 16909 20322 24411 27284
35 06816 13062 16896 20301 24377 27238
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Dodatak B

Stepeni Nivo znac¢ajnosti
slobode | 259, | 10% | 5% | 25% | 1% | 05%
36 0.6814 1.3055 1.6883 2.0281 24345 2.7195
37 0.6812 1.3049 1.6871 2.0262 24314 2.7154
38 0.6810 1.3042 1.6860 2.0244 2.4286 27116
39 0.6808 1.3036 1.6849 2.0227 24258 2.7079
40 0.6807 1.3031 1.6839 2.0211 24233 2.7045
41 06805 13025 16829 20195 24208 27012
42 06804 13020 16820 20181 24185  2.6981
43 06802 13016 16811 20167 24163 26951
44 06801 13011 16802 20154 24141 26923
45 06800 13007 16794 20141 24121  2.6896
46 0.6799 1.3002 1.6787 2.0129 24102 2.6870
47 0.6797 1.2998 1.6779 20117 2.4083 2.6846
48 06796 12994 16772 20106 24066  2.6822
49 0.6795 1.2991 1.6766 2.0096 2.4049 2.6800
50 0.6794 1.2987 1.6759 2.0086 2.4033 2.6778
51 06793 12984 16753 20076 24017 26757
52 06792 12980 16747 20066 24002 26737
53 06791 12977 16741 20057 23988 26718
54 0.6791 12974 16736 20049 23974 26700
55 06790 12971 16730 20040 23961  2.6682
56 0.6789 1.2969 1.6725 2.0032 2.3948 2.6665
57 0.6788 1.2966 1.6720 2.0025 2.3936 2.6649
58 0.6787 1.2963 1.6716 2.0017 2.3924 2.6633
59 0.6787 1.2961 1.6711 2.0010 2.3912 2.6618
60 06786 12958 16706 20003 23901 26603
61 06785 12956 16702 19996 23890  2.6589
62 0.6785 1.2954 1.6698 1.9990 2.3880 2.6575
63 0.6784 1.2951 1.6694 1.9983 2.3870 2.6561
64 0.6783 1.2949 1.6690 1.9977 2.3860 2.6549
65 0.6783 1.2947 1.6686 1.9971 2.3851 2.6536
66 0.6782 1.2945 1.6683 1.9966 2.3842 2.6524
67 06782 12943 16679 19960 23833 26512
68 0.6781 1.2941 1.6676 1.9955 2.3824 2.6501
69 0.6781 1.2939 1.6672 1.9949 2.3816 2.6490
70 06780 12938 16669 19944 23808  2.6479
71 06780 12936 16666 19939 23800  2.6469
72 0.6779 1.2934 1.6663 1.9935 2.3793 2.6458
73 0.6779 1.2933 1.6660 1.9930 2.3785 2.6449
74 06778 12931 1.6657 19925 23778 26439
75 0.6778 1.2929 1.6654 1.9921 2.3771 2.6430
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Stepeni Nivo znacajnosti
slobode | 259, | 10% | 5% | 25% | 1% | 05%
76 0.6777 1.2928 1.6652 1.9917 2.3764 2.6421
77 0.6777 1.2926 1.6649 1.9913 2.3758 2.6412
78 0.6776 1.2925 1.6646 1.9908 2.3751 2.6403
79 0.6776 1.2924 1.6644 1.9905 2.3745 2.6395
80 06776 12922 16641 19901 23739 26387
81 0.6775 1.2921 1.6639 1.9897 2.3733 2.6379
82 06775 12920 16636 19893 23727 26371
83 06775 12918 16634 19890 23721  2.6364
84 06774 12917 16632 19886 23716 26356
85 06774 12916 16630 19883 23710  2.6349
86 0.6774 1.2915 1.6628 1.9879 2.3705 2.6342
87 0.6773 1.2914 1.6626 1.9876 2.3700 2.6335
88 06773 12912 16624 19873 23695 26329
89 0.6773 1.2911 1.6622 1.9870 2.3690 2.6322
90 0.6772 1.2910 1.6620 1.9867 2.3685 2.6316
91 0.6772 1.2909 1.6618 1.9864 2.3680 2.6309
92 0.6772 1.2908 1.6616 1.9861 2.3676 2.6303
93 0.6771 1.2907 1.6614 1.9858 2.3671 2.6297
94 0.6771 12906 16612 19855 23667  2.6291
95 0.6771 1.2905 1.6611 1.9852 2.3662 2.6286
96 0.6771 1.2904 1.6609 1.9850 2.3658 2.6280
97 06770 12903 16607 19847 23654  2.6275
98 06770 12903 16606 19845 23650  2.6269
99 06770 12902 16604 19842 23646  2.6264
100 06770 12901 1.6602 19840 23642 26259
101 06769 12900  1.6601 19837 23638 26254
102 0.6769 1.2899 1.6599 1.9835 2.3635 2.6249
103 06769 12898 16598 19833 23631  2.6244
104 06769 12897 16596 19830 23627  2.6239
105 06768 12897 16595 19828 23624  2.6235
106 0.6768 1.2896 1.6594 1.9826 2.3620 2.6230
107 06768 12895 16592 19824 23617 26226
108 0.6768 1.2894 1.6591 1.9822 2.3614 2.6221
109 0.6767 1.2894 1.6590 1.9820 2.3610 2.6217
110 06767 12893 16588 19818 23607 26213
00 06745 12816 16449 19600 23264 25758
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Tabela B3 Kriti¢ne vrednosti y° — rasporeda
Stepeni Nivo znacajnosti

slobode | 99 5¢, 9% | 975% | 95% | 5% | 25% | 1% 0.5%
1 0.000 0.000 0.001 0.004 3.841 5024 6.635 7.879
2 0.010 0.020 0.051 0.103 5.991 7378 9210 10597
3 0072 0.115 0216 0352 7815 9348 11345 12838
4 0.207 0.297 0.484 0.711 9488  11.143 13277 14860
5 0412 0.554 0.831 1.145 11070 12832 15086 16750
6 0.676 0.872 1237 1635 12592 14449 16812  18.548
7 0.989 1.239 1.690 2167 14067 16013 18475 20278
8 1.344 1.647 2.180 2733 15507 17535 20090 21955
9 1735 2.088 2.700 3325 16919 19023 21666 23589
10 2.156 2.558 3.247 3940 18307 20483 23209  25.188
11 2.603 3.053 3816 4575 19675 21920 24725 26757
12 3074 3.571 4.404 5226 21026 23337 26217 28300
13 3.565 4.107 5.009 5892 22362 24736 27688 29819
14 4075 4.660 5.629 6571 23685 26119  29.141 31319
15 4.601 5229 6.262 7261 24996 27488 30578 32801
16 5.142 5812 6.908 7962 26296 28845 32000 34267
17 5697 6.408 7.564 8672 27587  30.191 33409 35718
18 6.265 7015 8231 9390 28869 31526 34805  37.156
19 6.844 7633 8907  10.117  30.144 32852  36.191 38582
20 7434 8.260 9.591 10851 31410 34170 37566  39.997
21 8.034 8897 10283 11591 32671 35479 38932 41401
22 8.643 9542 10982 12338 33924 36781 40289 42796
23 9260  10.196 11689 13091  35.172 38076 41638  44.181
24 9886 10856 12401 13848 36415 39364 42980  45.558
25 10520 11524 13120 14611 37652 40646 44314 46928
26 11160 12198 13844 15379 38885 41923 45642 48290
27 11808 12878 14573 16151  40.113  43.195 46963  49.645
28 12461 13565 15308 16928 41337 44461 48278 50994
29 13.121 14256 16047 17708 42557 45722 49588 52335
30 13787 14953 16791 18493 43773 46979 50892  53.672
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Stepeni Nivo znacajnosti

slobode | 9959 9% | 975% | 95% | 5% | 25% | 1% 05%
31 14458 15655 17539 19281 44985 48232 52191 55002
32 15134 16362 18291 20072  46.194 49480 53486 56328
33 15815 17073 19047 20867 47400 50725 54775  57.648
34 16501 17789  19.806  21.664 48602 51966 56061  58.964
35 17192 18509 20569 22465 49802 53203 57342 60275
36 17.887 19233 21336 23269 50998 54437 58619 61581
37 18586 19960 22106 24075  52.192 55668  59.893  62.883
38 19289 20691 22878 24884 53384 56895  61.162  64.181
39 19996 21426 23654 25695 54572 58120 62428 65475
40 20707 22164 24433 26509 55758 59342 63691  66.766
41 21421 22906 25215 27326 56942  60.561 64950  68.053
42 22138 23650 25999  28.144  S58.124 61777 66206  69.336
43 22860 24398 26785 28965 59304 62990 67459  70.616
44 23584 25148 27575 29787 60481 64201 68710  71.892
45 24311 25901 28366 30612 61656 65410 69957  73.166
46 25041 26657 29160 31439 62830 66616 71201 74437
47 25775 27416 29956 32268 64001  67.821 72443  75.704
48 26511 28177 30754 33098  65.171  69.023 73683  76.969
49 27249 28941 31555 33930 66339 70222 74919 78231
50 27991 29707 32357 34764 67505 71420 76154  79.490
51 28735 30475 33162 35600  68.669 72616 77386  80.746
52 29481 31246 33968 36437 69832 73810 78616 82001
53 30230 32019 34776 37276 70993 75002  79.843 83253
54 30981 32793 35586 38.116 72153  76.192 81069  84.502
55 31735 33571 36398 38958 73311 77380 82292  85.749
56 32491 34350 37212 39801 74468 78567 83514 86994
57 33248 35.131 38027 40646 75624  79.752 84733 88237
58 34008 35914 38844 41492 76778 80936 85950  89.477
59 34770 36698  39.662 42339 77930  82.117  87.166  90.715
60 35534 37485 40482 43188 79082 83298 88379  91.952
70 43275 45442 48758  S1.739 90531 95023 100425 104215
80 51172 53540 57.153 60391 101879 106629 112329 116321
90 59.196 61754 65647  69.126 113.145 118136  124.116 128299
100 67328 70065 74222 77929 124342 129561 135807  140.170
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Tabela B4 Kiriticne vrednosti F —rasporeda (o =5%)

Stepeni Stepeni slobode u brojiocu
slobode u
imeniocu 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 161 .45 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54
199.50

2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38

3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81

4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00

5 6.61 5.79 541 5.19 5.05 495 4.88 4.82 471

6 5.99 5.14 476 4.53 4.39 428 4.21 4.15 4.10

7 5.59 4.74 435 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68

8 532 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 344 3.39

9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 337 3.29 323 3.18
10 496 4.10 3.71 348 3.33 322 3.14 3.07 3.02
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 291 2.85 2.80
13 4.67 3.81 341 3.18 3.03 292 2.83 2.77 2.71
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 271 2.64 2.59
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54
17 445 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 249
18 441 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 248 242
20 435 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39
21 432 347 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 242 2.37
22 4.30 344 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 240 2.34
23 4.28 342 3.03 2.80 2.64 2.53 244 2.37 2.32
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 242 2.36 2.30
25 424 3.39 2.99 2.76 2.60 249 2.40 2.34 2.28
26 423 337 298 2.74 2.59 247 2.39 2.32 227
27 421 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 231 2.25
28 4.20 334 295 2.71 2.56 245 2.36 2.29 2.24
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 243 2.35 228 222
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 242 2.33 227 2.21
40 4,08 323 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12
50 403 3.18 2.79 2.56 240 2.29 2.20 2.13 207
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04
120 3.92 3.07 2.68 245 2.29 2.18 2.09 202 1.96
00 3.84 3.00 2.61 2.37 221 2.10 2.01 1.94 1.88
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Stepeni Stepeni slobode u brojiocu
slobode u
imeniocu 10 12 15 20 24 30 40 60 120 o0
1 24188 24390 24595 24802 24905 250.10 251.14 25220 25325 25431
2 19.40 1941 19.43 19.45 19.45 19.46 1947 19.48 19.49 19.50
3 8.79 8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53
4 5.96 591 5.86 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 5.63
5 4.74 4.68 4.62 4.56 4.53 4.50 446 443 4.40 4.37
6 4.06 4.00 3.94 3.87 3.84 3.81 377 3.74 3.70 3.67
7 3.64 3.57 3.51 344 341 3.38 3.34 3.30 327 3.23
8 3.35 3.28 322 3.15 3.12 3.08 3.04 3.01 297 2.93
9 3.14 3.07 3.01 294 2.90 2.86 2.33 2.79 2.75 271
10 2.98 291 2.85 277 2.74 2.70 2.66 2.62 2.58 2.54
11 2.85 2.79 272 2.65 261 2.57 2.53 249 245 240
12 2.75 2.69 2.62 2.54 2.51 247 243 2.38 234 2.30
13 2.67 2.60 2.53 2.46 242 2.38 2.34 2.30 2.25 221
14 2.60 2.53 2.46 2.39 2.35 2.31 227 222 2.18 2.13
15 2.54 248 2.40 2.33 2.29 2.25 2.20 2.16 2.11 2.07
16 249 242 2.35 2.28 224 2.19 2.15 2.11 2.06 201
17 245 2.38 2.31 223 2.19 2.15 2.10 2.06 201 1.96
18 241 234 227 2.19 2.15 2.11 2.06 2.02 1.97 1.92
19 2.38 231 223 2.16 2.11 207 2.03 1.98 1.93 1.88
20 2.35 2.28 2.20 2.12 2.08 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84
21 232 2.25 2.18 2.10 2.05 201 1.96 1.92 1.87 1.81
22 2.30 223 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78
23 227 2.20 2.13 2.05 201 1.96 191 1.86 1.81 1.76
24 2.25 2.18 2.11 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.79 1.73
25 224 2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71
26 222 2.15 207 1.99 1.95 1.90 1.85 1.80 1.75 1.69
27 2.20 2.13 2.06 1.97 1.93 1.88 1.84 1.79 1.73 1.67
28 2.19 2.12 2.04 1.96 191 1.87 1.82 1.77 1.71 1.65
29 2.18 2.10 2.03 1.94 1.90 1.85 1.81 1.75 1.70 1.64
30 2.16 2.09 2.01 1.93 1.89 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62
40 2.08 2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51
50 2.03 1.95 1.87 1.78 1.74 1.69 1.63 1.58 1.51 1.44
60 1.99 1.92 1.84 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39
120 191 1.83 1.75 1.66 1.61 1.55 1.50 143 1.35 1.25
o0 1.83 1.75 1.67 1.57 1.52 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00
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Tabela B5 Kriticne vrednosti F —rasporeda (o =1%)
Stepeni Stepeni slobode u brojiocu
slobode u
imeniocu 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 4,052.18 499934 540353 5,62426 5,763.96 585895 592833 598095 6,0224
2 98.50 99.00 99.16 99.25 99.30 99.33 99.36 99.38 99.39
3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 2791 27.67 27.49 27.34
4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66
5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16
6 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 591
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 547 5.35
10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 494
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63
12 9.33 6.93 595 541 5.06 4.82 4.64 4.50 439
13 9.07 6.70 5.74 521 4.86 4.62 444 4.30 4.19
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 446 4.28 4.14 4.03
15 8.68 6.36 542 4.89 4.56 432 4.14 4.00 3.89
16 8.53 6.23 529 4.77 444 4.20 4.03 3.89 3.78
17 8.40 6.11 5.19 4.67 4.34 4.10 3.93 379 3.68
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 401 3.84 3.71 3.60
19 8.18 593 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52
20 8.10 5.85 494 443 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46
21 8.02 5.78 487 4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 3.40
22 7.95 5.72 4.82 431 3.99 3.76 3.59 345 3.35
23 7.88 5.66 476 4.26 3.94 3.71 3.54 341 3.30
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26
25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 322
26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 342 3.29 3.18
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 3.26 3.15
28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.12
29 7.60 542 4.54 4.04 373 3.50 3.33 3.20 3.09
30 7.56 5.39 451 4.02 3.70 347 3.30 3.17 3.07
40 731 5.18 431 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89
50 7.17 5.06 4.20 3.72 341 3.19 3.02 2.89 2.78
60 7.08 498 4.13 3.65 334 3.12 295 2.82 272
120 6.85 4.79 3.95 348 3.17 2.96 2.79 2.66 2.56
00 6.64 461 3.78 332 3.02 2.80 2.64 2.51 241
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Stepeni
slobode u
imeniocu

Stepeni slobode u brojiocu

1

(S SO I S

[e>RENaRNo BE N e N

12
13
14
15

16
17
18
19
20

21
22
23
24
25

26
27
28
29
30

40
50
60
120

10 12 15 20 24 30 40 60 120 0
6.055.93 6,106.68 6,156.97 6208.66 623427 626035 628643 631297 633951 6365.59
9940 9942 9943 9945 9946 9947 9948 9948 9949  99.50
2723 2705 2687 2669 2660 2650 2641 2632 2622  26.13
1455 1437 1420 1402 1393 1384 1375 1365 1356 1346
1005 989 972 955 947 938 929 920 911 902
787 772 756 740 731 723 714 706 697 688
662 647 631 616 607 599 591 582 574 565
581 567 552 536 528 520 512 503 495 486
526 511 496 481 473 465 457 448 440 431
485 471 456 441 433 425 417 408 400 391
454 440 425 410 402 394 386 378 369  3.60
430 416 401 386 378 370 362 354 345 336
410 396 38 366 359 351 343 334 325  3.17
394 380 366 351 343 335 327 318 309 300
380 367 352 337 329 321 313 305 296 287
369 355 341 326 318 310 302 293 284 275
359 346 331 316 308 300 292 283 275 265
351 337 323 308 300 292 284 275 266 257
343 300 315 300 292 284 276 267 258 249
337 323 309 294 286 278 269 261 252 242
331 317 303 288 280 272 264 255 246 236
326 312 298 283 275 267 258 250 240 231
321 307 293 278 270 262 254 245 235 226
317 303 289 274 266 258 249 240 231 221
313 299 285 270 262 254 245 236 227 217
309 296 281 266 258 250 242 233 223 213
306 293 278 263 255 247 238 229 220  2.10
303 290 275 260 252 244 235 226 217 206
300 287 273 257 249 241 233 223 214 203
298 284 270 255 247 239 230 221 2.11 201
280 266 252 237 229 220 211 202 192 180
270 256 242 227 218 210 201 191 180 168
263 250 235 220 212 203 194 184 173 1.60
247 234 219 203 1.95 186 176 166 153 1.38
232 218 204 188 179 170 159 147 132 100
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Tabela B6 Kriticne vrednosti Dickey-Fullerovih 7 statistika

ivo reska
N Model znalzajnosti ﬁ *© ((;)cene ﬂ i ﬁ 2
1 Bez konstante 1% -2.5658 0.0023 -1.960 -10.04
5% -1.9393 0.0008 -0.398 0.00
10% -1.6156 0.0007 -0.181 0.00
1 Bez trenda 1% -3.4335 0.0024 -5.999 -29.25
5% -2.8621 0.0011 -2.738 -8.36
10% -2.5671 0.0009 -1.438 -4.48
1 Sa trendom 1% -3.9638 0.0019 -8.353 -47.44
5% -3.4126 0.0012 -4.039 -17.83
10% -3.1279 0.0009 -2.418 -7.58
2 Bez trenda 1% -3.9001 0.0022 -10.534 -30.03
5% -3.3377 0.0012 -5.967 -8.98
10% -3.0462 0.0009 -4.069 573
2 Sa trendom 1% -4.3266 0.0022 -15.531 -34.03
5% -3.7809 0.0013 -9.421 -15.06
10% -3.4959 0.0009 -7.203 -4.01
3 Bez trenda 1% -4.2981 0.0023 -13.79 -46.37
5% -3.7429 0.0012 8352 -13.41
10% -3.4518 0.0010 -6.241 -2.79
3 Sa trendom 1% -4.6676 0.0022 -18.492 4935
5% -4.1193 0.0011 -12.024 -13.13
10% -3.8344 0.0009 -9.188 -4.85
4 Bez trenda 1% -4.6493 0.0023 -17.188 -59.20
5% -4.1000 0.0012 -10.745 -21.57
10% -3.8110 0.0009 -8.317 -5.19
4 Sa trendom 1% -4.9695 0.0021 -22.504 -50.22
5% -4.4294 0.0012 -14.501 -19.54
10% -4.1474 0.0010 -11.165 -9.88
5 Bez trenda 1% -4.9587 0.0026 -22.140 -37.29
5% -4.4185 0.0013 -13.641 -21.16
10% -4.1327 0.0009 -10.638 -548
5 Sa trendom 1% -5.2497 0.0024 -26.606 -49.56
5% -4.7154 0.0013 -17.432 -16.50
10% -4.4345 0.0010 -13.654 -5.77
6 Bez trenda 1% -5.2400 0.0029 -26.278 -41.65
5% -4.7048 0.0018 -17.120 -11.17
10% -4.4242 0.0010 -13.347 0.00
6 Sa trendom 1% -5.5127 0.0033 -30.735 -52.50
5% -49767 0.0017 -20.883 -9.05
10% -4.6999 0.0011 -16.445 0.00

Vrednosti iz tabele preuzete su iz MacKinnon (1991, Tabela 1).

Za ma koju veli¢inu uzorka (n') ocenjena kriticna vrednost testa je: B + B /n+pg / n.

serija za koje se testira nulta hipoteza da nisu kointegrisane, a /S predstavlja asimptotsku

predstavlja broj I(1)

kriticnu vrednost sa

standardnom greSkom ocene u narednoj koloni. Na primer za vremensku seriju od n =55 opservacija, u modelu
sa trendom (izrazi (7.8) i (7.9) u okviru 7. Glave) ocenjena kriticna vrednost testa na nivou znacajnosti od 1% je:

—3.9638 —8.353/55 — 47.44 /55" = —4.1307 . Koeficijenti u prethodnom izrazu uzeti su iz 8. reda gornje tabele.
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Tabela B7 Kriticne vrednosti Dickey-Fullerovih @ statistika

Velicina (1)1 CDZ (I)3

uzorka [0 T 50 [ 1% | 10% | 5% | 1% | 10% | 5% | 1%
25 | 412 518 788 | 467 568 821 | 591 724 106l
50 | 394 486 706 | 431 513 702 | 561 673 931
100 | 38 471 670 | 416 488 650 | 547 649 873
250 | 381 463 652 | 407 475 622 | 539 634 843
500 | 379 461 647 | 405 471 615 | 536 630 834
0 378 459 643 | 403 468 609 | 534 625 827

Tabela B8 Kriticne vrednosti integracione Durbin-Watsonove statistike

Vrednosti iz tabele preuzete su iz Dickey i Fullera (1981, s. 1063).

Velicina i b o Proces slucajnog hoda sa
konstantom

uzorka
1% | 25% | 5% 1% | 25% | 5%
20 1.50 1.28 1.10 1.86 1.62 145
25 1.28 1.08 093 1.57 1.36 1.21
30 1.11 0.92 0.79 1.36 1.18 1.04
35 0.98 0.81 0.69 1.18 1.05 091
40 0.87 0.73 0.61 1.06 0.93 0.81
45 0.79 0.66 0.55 0.97 0.86 0.73
50 0.72 0.59 0.50 0.89 0.76 0.66
60 0.63 0.51 042 0.75 0.65 0.56
70 0.54 0.44 0.37 0.66 0.56 048
80 047 0.39 0.32 0.58 0.50 043
90 041 0.35 0.29 0.52 045 0.39
100 0.37 0.32 0.26 0.47 0.40 0.35

Vrednosti iz tabele preuzete su iz Bhargava (1983, ss. 32-33).



344

Dodatak B

Tabela B9 Kriticne vrednosti Dickey-Hasza-Fullerove statistike

n 1%2 | 25% | 5% | 10%

s—2 20 | 446 398 360 3.8
30 | 425 384 350 313

s0 | 415 377 345 31

100 | 400 366 338 307

200 | 395 363 336 -305

400 | 393 362 335 305

- 390 360 334 304

s—4 20 | 501 457 421 383
60 | 485 446 41 379

80 | -478 441 a4 378

200 | 467 434 406 375

400 | 464 432 405 374

800 | 462 431 404 374

o 461 430 404 373

s=12 120 663 620 586  -549
180 | 652 615 584  -549

20 | 647 613 583 549

600 | -639 609 582 549

1200 | 637  -607 582  -549

2400 | -636 607 582 549

© 635 -606 582  -549

Vrednosti iz tabele preuzete su iz Dickey, Hasza i Fullera (1984, Tabela 7).
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Tabela B10 Kiriti¢ne vrednosti Hylleberg-Engle-Granger-Yoo-ove statistike

Deterministicka| "t "t"im, "t
komponenta 1% [25%] 5% [10% | 1% [25%] 5% [ 10% | 1% [25%] 5% | 10%
bez konstante, | 48 [-2.72 229 -195 -159(-267 227 -195 -1.60[-2.66 223 -193 -1.52

sezonskih | 100 [-2.60 226 -197 -1.61|-261 222 -192 -157[-2.55 -2.18 -190 -1.53
promenljivih i | 136 |-2.62 -225 -1.93 -1.59[-2.60 -223 -194 -1.61|-258 -221 -1.92 -1.56
trenda 200 [-2.62 223 -194 -1.62|-260 224 -195 -1.61|-258 -224 -192 -155

sa konstantom, a | 48 [-3.66 325 -296 2.62[-268 227 -195 -160|-2.64 223 -190 -152
bez sezonskih | 100 |-347 -3.14 288 -2.58|-2.61 -224 -195 -1.60|-2.61 223 -190 -1.54
promenljivih i | 136 |-351 -3.17 -2.89 -2.58(-2.60 221 -191 -1.58|-253 -2.18 -1.88 -1.53

trenda 200 |-348 -3.13 -2.87 -2.57|-2.58 222 -192 -1.59|-257 -2.21 -1.90 -1.53

sa konstantom i | 48 [-3.77 -339 -308 -2.72|-3.75 -337 -3.04 -269(-431 392 361 -324

sezonskim | 100 [-3.55 -322 -295 -2.63|-3.60 -322 294 -263|-406 -3.72 -344 -3.14
promenljivama, a | 136 |-3.56 -323 294 -2.62|-349 -3.15 290 -259|-406 -372 -344 -3.11
bez trenda | 200 [-3.51 -3.18 291 -2.59|-3.50 -3.16 -2.89 -2.60|-4.00 -3.67 -338 -3.07
sa konstantom, | 48 [-423 -385 -356 -321]-2.65 -224 -191 -157[-2.68 -227 -192 -152
bez sezonskih | 100 [-4.07 -3.73 -347 -3.16|-258 224 -194 -160|-256 -2.19 -189 -1.54
promenljivih i sa | 136 |-4.08 -3.75 -3.46 -3.16[-2.65 225 -196 -1.63|-256 -2.20 -1.90 -1.52
trendom 200 |-4.05 -3.70 -344 -3.15|-2.59 225 -195 -1.62|-2.58 221 -1.92 -1.56
sa konstantom, | 48 [-4.66 -404 371 -337[-3.80 -341 -308 -2.73[-446 -402 -366 -3.28
sezonskim | 100 [-4.09 -3.80 -3.53 -322|-3.60 -322 294 -263|-4.12 -3.76 -348 -3.14
promenljivama i | 136 |-4.15 -3.80 -3.52 -321|-357 -3.18 -2.93 -2.61|-405 -3.72 -344 -3.12
sa trendom | 200 |-4.07 -3.74 -349 -3.18]|-352 -3.18 -2.91 -2.60|-4.04 -3.69 -341 -3.10

Deterministicka| |, "t"im, "F'ir,nr,
komponenta 1% [25%] 5% | 10% | 90% | 95% [97.5%] 99% | 1% [2.5%] 5% | 10%
bez konstante, 48 [-2.51 -2.11 -1.76 -1.35( 133 1.72 205 249|245 326 4.04 5.02

sezonskih 100 [-243 -2.01 -1.68 -1.32( 131 1.67 200 240| 239 3.12 389 4.89
promenljivih i | 136 |-2.44 -199 -1.68 -131| 130 1.66 199 238| 241 3.14 386 481
trenda 200 [-243 -198 -1.65 -1.30[ 1.29 1.67 197 236|242 3.16 392 481

sa konstantom, a | 48 |-2.44 -2.06 -1.72 -133] 1.30 1.68 204 241| 232 3.04 3.78 4.8
bez sezonskih | 100 |-2.38 -1.99 -1.68 -1.30| 1.28 1.65 197 2.32( 235 308 381 4.77
promenljivih i | 136 |-2.36 -198 -1.68 -1.31| 127 1.65 197 231|236 300 3.70 4.73

trenda 200 [-2.36 -198 -1.66 -1.29[ 128 1.65 196 230| 237 3.12 386 4.76

sa konstantom i | 48 [-2.86 -2.37 -198 -1.53( 1.54 196 235 281| 550 6.60 7.68 922

sezonskim 100 |-2.78 -2.32 -196 -153| 152 193 229 273|556 657 7.72 874
promenljivama, a | 136 |-2.72 -2.31 -1.96 -1.52| 1.51 192 228 271|556 6.63 7.66 892
bez trenda 200 [-2.74 -233 -196 -1.54[ 153 195 232 2.78| 556 661 7.53 893
sa konstantom, | 48 |-241 -205 -1.70 -1.33| 126 1.64 196 237( 223 295 370 4.64
bez sezonskih | 100 |-2.38 -1.97 -1.65 -1.28| 1.28 1.65 198 2.32( 231 298 371 4.70
promenljivih i sa | 136 [-2.36 -1.97 -1.64 -129]| 126 162 192 231| 233 3.04 3.69 457
trendom 200 [-2.35 -1.97 -1.66 -129[ 126 164 196 230| 234 307 3.76 4.66
sa konstantom, | 48 |-2.75 -226 -191 -148| 151 197 234 278( 537 655 7.70 927
sezonskim 100 [-2.76 -232 -194 -1.51( 151 192 228 269| 552 660 752 8.79
promenljivama i | 136 |-2.71 -2.78 -1.94 -1.51| 153 196 231 278|555 662 759 8.77
sa trendom 200 [-2.65 -2.27 -192 -148[ 155 197 231 271| 556 6.57 756 896
Vrednosti iz tabele preuzete su iz Hylleberg-Engle-Granger-Yoo (1990, Tabela 1a-1b).
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Tabela B11 Kriticne vrednosti Fisherove 7 statistike

N =[n/2] Kriti¢na vrednost (.
tacna formula | aproksimacija

5 0.68377 0.68377
10 0.44495 0.44495
15 0.33462 0.33463
20 0.27040 0.27046
25 0.22805 0.22813
30 0.19784 0.19794
35 0.17513 0.17525
40 0.15738 0.15752
45 0.14310 0.14324
50 0.13135 0.13149

Vrednosti iz tabele preuzete su iz Weia (1990, s. 262).
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Tabela B12 Kriticne vrednosti Johansenovog testa kointegracije

. - Nivo znacajnosti
Dimenzija
50% | 20% | 1w0% | 5% 2.5% 1%
Nema linearnog trenda u podacima (konstanta u VAR modelu)
Statistika maksimalnog karakteristicnog korena
1 0.447 1.699 2.816 3.962 5.332 6.936
2 6.852 10.125 12.099 14.036 15.810 17.936
3 12.381 16.324 18.697 20.778 23.002 25.521
4 17.719 22.113 24.712 27.169 29.335 31.943
5 23.211 27.899 30.774 33.178 35.546 38.341
Statistika traga
1 0447 1.699 2.816 3.962 5.332 6.936
2 7.638 11.164 13.338 15.197 17.299 19.310
3 18.759 23.868 26.791 29.509 32313 35.397
4 33.672 40.250 43.964 47.181 50.424 53.792
5 52.588 60.215 65.063 68.905 72.140 76.955
Linearni trend u podacima (konstanta u VAR modelu)
Statistika maksimalnog karakteristicnog korena
1 2415 4.905 6.691 8.083 9.658 11.576
2 7474 10.666 12.783 14.595 16.403 18.782
3 12.707 16.521 18.959 21.279 23.362 26.154
4 17.875 22.341 24917 27.341 29.599 32.616
5 23.132 27953 30.818 33.262 35.700 38.858
Statistika traga
1 2415 4.905 6.691 8.083 9.658 11.576
2 9.335 13.038 15.583 17.844 19.611 21.962
3 20.188 25445 28.436 31.256 34.062 37.291
4 34.873 41.623 45248 48419 51.801 55.551
5 53.373 61.566 65.956 69.977 73.031 77911
Konstanta u kointegracionoj jednacini
Statistika maksimalnog karakteristicnog korena
1 3474 5.877 7.563 9.094 10.709 12.740
2 8.337 11.628 13.781 15.752 17.622 19.834
3 13.494 17.474 19.796 21.894 23.836 26.409
4 18.592 22.938 25.611 28.167 30.262 33.121
5 23.817 28.643 31.592 34.397 36.625 39.672
Statistika traga
1 3474 5.877 7.563 9.094 10.709 12.741
2 11.380 15.359 17.957 20.168 22202 24988
3 23.243 28.768 32.093 35.068 37.603 40.198
4 38.844 45.635 49.925 53.347 56.449 60.054
5 58.361 66.624 71472 75.328 78.857 82.969

Vrednosti iz tabele preuzete su iz Johansen i Juselius (1990).
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